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如何辨别谁重要

如果你曾建立过一个网页，你应该会列入一些你感兴

趣的链接，它们很容易使你点击到其它含有重要、可靠信息

的网页。这样就相当于你肯定了你所链接页面的重要性。谷

歌的网页排序算法每月在所有网页中进行一次受欢迎程度

的评估，以确定哪些网页最重要。网页排序算法的提出者，

谢尔盖 •布林 (Sergey Brin) 和拉里 •佩奇 (Lawrence Page) 的
基本想法是：一个网页的重要性是由链接到它的其他网页的

数量及其重要性来决定。

我们对任意一个网页 P，以 I(P) 来表述其重要性，并

称之为网页的网页排序。在很多网站，你可以找到一个近似

的网页排序值。（例如，美国数学会的首页目前的网页排序

值为 8，最高分是 10。你可以试试找到一个网页排序值为

10 的网页吗？）这个网页排序值仅是一个近似值，因为谷

歌拒绝提供真实的网页排序值，以阻止那些试图干扰排序的

行为。

网页排序是这样确定的。假定网页 Pj 有 l j 个链接。如

果这些链接中的一个链接到网页 Pj，那么网页 Pj 将会将其

重要性的 1/l j 赋给 Pj。网页 Pj 的重要性就是所有指向这个

网页的其他网页所贡献的重要性的加和。换言之，如果我们

记链接到网页 Pj 的网页集合为 Bi，那么

I(Pi ) =
I(Pj )
l jp j∈Bi

∑ .

这或许让你想起“先有鸡还是先有蛋”的问题：为了

确定一个网页的重要性，我们首先得知道所有指向它的其他

网页的重要性。然而，我们可将这个问题改写为一个更数学

化的问题。

首先建立一个矩阵，称为超链矩阵（hyperlink matrix），   
H=[Hij]，其中第 i 行第 j 列的元素为

Hij

1
l j
0

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

  

注意到 H 有一些特殊的性质。首先，它所有的元都是

想象一个含有 250 亿份文件，却没有集中管理机构和馆

员的图书馆，而且任何人都可以在任何时间添加新的文件而不

需要通知其他人。一方面你可以确定，这庞大的文件堆中有一

份文件含有对你至关重要的信息，而另一方面，你又像我们中

的大多数人那样没有耐心，想要在几秒钟之内就找到这条信息。

你有什么办法呢？

摆在你面前的这个难题看起来似乎无法解决。而这个文

件堆跟万维网（World Wide Web）其实相差无几，后者就是一

个超大的、高度混乱的以各种形式存放的文件堆。当然，从万

维网中找信息我们有办法解决，因为我们对搜索引擎非常熟悉

（或许你就是通过搜索找到这篇文章的）。本文将介绍谷歌的网

页排序算法（PageRank Algorithm），以及它如何从 250 亿份网

页中捞到与你的搜索条件匹配的结果。它的匹配效果如此之好，

以至于“谷歌”（google）今天已经成为一个被广泛使用的动词了。

包括谷歌在内，多数搜索引擎都是不断地运行计算机程

序群，来检索网络上的网页、搜索每份文件中的词语并且将相

关信息以高效的形式进行存储。每当用户检索一个短语，例如

“搜索引擎”，搜索引擎就将找出所有含有被检索短语的网页。

（或许，类似“搜索”与“引擎”之间的距离这样的额外信息

都被会考虑在内。）但问题是，谷歌现在需要检索 250 亿个页

面，而这些页面上大约 95% 的文本仅由大约一万个单词组成。

也就是说，对于大多数搜索而言，将会有超级多的网页含有搜

索短语中的单词。我们所需要的其实是这样一种办法，它能够

将这些符合搜索条件的网页按照重要程度进行排序，这样才能

够将最重要的页面排在最上面。

确定网页重要性的一个方法是使用人为排序。例如，你

或许见过这样一些网页，他们包含了大量的链接，后者连接到

某个特定兴趣领域的其他资源。假定维护这个网页的人是可靠

的，那么他推荐的网页在很大程度上就可能有用。当然，这种

做法也有其局限性，比如这个列表可能很快就过期了，也可能

维护这个列表的人会无意或因某种未知的偏见而遗漏掉一些重

要的网页。

谷歌的网页排序算法则不借助人为的内容评估来确定网

页的重要性。事实上，谷歌发现，它的服务的价值很大程度上

是它能够提供给用户无偏见的搜索结果。谷歌声称，“我们软

件的核心就是网页排序（PageRank）。” 正如我们将要看到的，

技巧就是让网页自身按照重要性进行排序。

如果 Pj ∈ Bj

上述条件不成立 

谷歌如何从网络的大海里捞到针
David Austin/ 文     沈栋／译
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计算平稳向量 

有很多方法可以找到一个方阵的特征向量。然而，我

们面对的是一个特殊的挑战，因为矩阵 H 是一个这样的方

阵，它的每一列都对应谷歌检索到的一个网页。也就是说， 
大约有 n=250 亿行和列。不过其中大多数的元都是 0 ；事实

上，研究表明每个网页平均约有 10 个链接，换言之，平均

而言，每一列中除了 10 个元外全是 0。我们将选择被称为

幂法（power method）的方法来找到矩阵 H 的平稳向量 I。
幂法如何实现呢？首先选择 I 的备选向量 I 0，进而按

下式产生向量序列 I k   

     I k+1=HI k ,    k=0, 1, 2, ...

这个方法是建立在如下的一般原理上：

一般原理 ：序列 I k 将收敛到平稳向量 I 。

我们首先用个例子验证上面的结论。

I 0 I 1 I 2 I 3 I 4 ⋯ I 60 I 61

1 0 0 0 0.0287 ⋯ 0.06 0.06
0 0.5 0.25 0.1667 0.0833 ⋯ 0.0675 0.0675
0 0.5 0 0 0 ⋯ 0.03 0.03
0 0 0.5 0.25 0.1667 ⋯ 0.0675 0.0675
0 0 0.25 0.1667 0.1111 ⋯ 0.0975 0.0975
0 0 0 0.25 0.1806 ⋯ 0.2025 0.2025
0 0 0 0.0833 0.0972 ⋯ 0.18 0.18
0 0 0 0.0833 0.3333 ⋯ 0.295 0.295

一个自然的问题是，这些数字有什么含义。当然，关

于一个网页的重要性，可能没有绝对的度量，而仅有比较两

个网页的重要性的比例度量，如 “网页 A 的重要性是网页 B
的两倍”。基于这一原因，我们可以用一个固定量去同乘以

所有的重要性排序值，这并不会影响我们能获得的信息。这

样，我们总是假定所有受欢迎程度值（popularity）的和为 1，
原因稍后解释。

三个重要的问题

自然而然产生的三个问题是：

* 序列 I k 总是收敛吗？（即运算多次后， I k 和 I k ＋ 1 几

乎是一样的）

* 收敛后的平稳向量是否和初始向量 I0 的选取没有关系？

* 重要性排序值是否包含了我们想要的信息？

对目前的方法而言，上述三个的答案都是否定的！下

非负的。其次，除非对应这一列的网页没有任何链接，它的

每一列的和为 1。所有元均非负且列和为 1 的矩阵称为随机

矩阵，随机矩阵将在下述内容中起到重要作用。

我们还需要定义向量 I=[1(pi)] ，它的元素为所有网页

的网页排序——重要性的排序值。前面定义的网页排序可以

表述为

 I = HI

换言之，向量 I 是矩阵 H 对应特征值 1 的特征向量。

我们也称之为矩阵 H 的平稳向量（stationary vector）。
让我们来看一个例子。下图所示为一个网页集合（8个），

箭头表示链接。

其相应的矩阵为 0

H=

0 0 0 0 0 0 1/ 3 0
1 / 2 0 1 / 2 1 / 3 0 0 0 0
1/ 2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1/ 2 1 / 3 0 0 1/ 3 0
0 0 0 1/ 3 1 / 3 0 0 1/ 2
0 0 0 0 1/ 3 0 0 1/ 2
0 0 0 0 1/ 3 1 1 / 3 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
，

其中平稳向量为 I =

0.0600
0.0675
0.0300
0.0675
0.0975
0.2025
0.1800
0.2950

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
，

这说明网页 8 的受欢迎程度最高。下图是阴影化的图，

其中网页排序值越高的网页阴影越浅。



数学文化/第3卷第4期 69

数 学经纬  athematics Stories

回到某一部分网页。正如谚语所说“条条大路通罗马，”

这部分网页显然是更重要的网页。

基于这个解释，很自然地可以要求网页排序向量 I 的
所有元之和为 1。

当然，这种表述中还存在一个问题：如果我们随机地

跳转网页，在某种程度上，我们肯定会被困在某个悬挂点上，

这个网页没有给出任何链接。为了能够继续进行，我们需要

随机地选取下一个网页；也就是说，我们假定悬挂点可以链

接到其他任何一个网页。这个效果相当于将超链矩阵 H 做

如下修正：将其中所有元都为 0 的列替换为所有元均为 1/n
的列，前者就对应于网页中的悬挂点。这样修正后悬挂点就

不存在了。我们称修正后的新矩阵为 S。
我们之前的例子，现在就变成了

  对应矩阵S =
0 1

2

1 1
2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

及特征向量I =

1
3
2
3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

换言之，网页 P2 的重要性是网页 P1 的两倍，符合你

的直观认知了。

矩阵 S 有一个很好的性质，即其所有元均非负且每列

的和均为 1。换言之，S 为随机矩阵。随机矩阵具有一些很

有用的性质。例如，随机矩阵总是存在平稳向量。

为了稍后的应用，我们要注意到 S 是由 H 通过一个简

单的修正得到。定义矩阵 A 如下：对应于悬挂点的列的每

个元均为 1/n，其余各元均为 0。则 S = H+A。

幂法如何实现？

一般而言，幂法是寻找矩阵对应于绝对值最大的特征

值的特征向量。就我们而言，我们要寻找矩阵 S 对应于特

征值 1 的特征向量。首先要说到的是最好的情形。在这种情

形下，其他特征值的绝对值都小于 1 ；也就是说，矩阵 S 的

其它特征值都满足 |λ| < 1。
我们假定矩阵 S 的特征值为 λj 且

1=λ1>|λ2| ≥ |λ3| ≥ ⋯ ≥ |λn|,

对矩阵 S，假设对应于特征值 λj 的特征向量存在一个基向量

vj。这一假设在一般情况下并不一定要成立，但如果成立可

以帮助我们更容易地理解幂法如何实现。将初始向量 I0 写

成如下形式

I 0=c1v1+c2v2+⋯+cnvn.

面，我们将看看如何改进我们的方法，使得改进后的算法满

足上述三个要求。

先看个非常简单的例子。考虑如下包含两个网页的小

网络，其中一个链接到另一个：

    其矩阵为  H ＝
0 0
1 0

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

下例展示了算法的运行过程：

I 0 I 1 I 2 I 3 ＝ I
1 0 0 0
0 1 0 0

                  
在这个例子中，两个网页的重要性排序值均为 0，这

样我们无法获知两个网页之间的相对重要性信息。问题在

于网页 P2 没有任何链接。因此，在每个迭代步骤中，它

从网页 P1 获取了一些重要性，但却没有赋给其他任何网

页。这样将耗尽网络中的所有重要性。没有任何链接的网

页称为悬挂点（dangling nodes），显然在我们要研究的实

际网络中存在很多这样的点。稍后我们将看到如何处理这

样的点，在此之前我们先考虑一种新的理解矩阵 H 和平

稳向量 I 的思路。

H 的概率化解释

想象我们随机地在网上跳转网页；也就是说，当我们

访问一个网页时，一秒钟后我们随机地选择当前网页的一个

链接到达另一个网页。例如，我们正访问含有 lj 个链接的网

页 Pj，其中一个链接引导我们访问了网页 Pi，那么下一步

转到网页 Pi 的概率就是 1/l j。
由于跳转网页是随机的，我们用 Tj 表示停留在网页 Pj

上的时间。那么我们从网页 Pj 转到网页 Pi 的时间为 Tj/l j。

如果我们转到了网页 Pi，那么我们必然是从一个指向它的

网页而来。这意味着

Ti =
Tj

l jp j∈Bi
∑

其中求和是对所有链接到 Pi 的网页 Pj 进行的。注意

到这个方程与定义网页排序值的方程相同，因此 I(Pi) = 
Ti。那么一个网页的网页排序值可以解释为随机跳转时花

在这个网页上的时间。如果你曾经上网浏览过某个你不熟

悉的话题的相关信息时，你会有这种感觉 ：按照链接跳转

网页，过一会你会发现，相较于其他网页，你会更频繁地
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那么

I 1=SI 0=c1v1 + c2 λ2v2 +⋯+ cn λnvn ,

I 2=SI 1=c1v1 + c2 λ
2
2v2 +⋯+ cn λn

2 vn ,

                         ⋯    ⋯
I k=SI k‒1=c1v1+ c2 λ2

k v2 +⋯+ cn λ
k
nvn .

当 j ≥ 2 时，因为所有特征值的绝对值小于 1，因此这是 λ j
k  

→ 0。从而 I k → I =c1v1，后者是对应于特征值 1 的一个特

征向量。

需要指出的是，I k → I 的速度由 | ⋋2| 确定。当 | ⋋2| 比
较接近于 0 时，那么 λ2

k → 0 会相当快。例如，考虑下述

矩阵

       S = 
0.65 0.35
0.35 0.65

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

这个矩阵的特征值为 λ1=1 及 λ2=0.3。下图左可以看出

用红色标记的向量 I k 收敛到用绿色标记的平稳向量 I。

 

                                                      

再考虑矩阵

S = 0.85 0.15
0.15 0.85

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

其特征值为 λ1=1 及 λ2=0.7。从上图右可以看出，本例

中向量 I k 收敛到平稳向量 I 的速度要慢很多，因为它的第

二个特征值较大。

不顺之时

在上述讨论中，我们假定矩阵 S 需要满足条件 λ1=1
和 |λ2| < 1。然而，我们可能会发现，这一点并不总成立。

假定网络关系如下：

在这种情形下，矩阵 S 为

S =

0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥                                           

那么我们可以得到

I 0 I 1 I 2 I 3 I 4 I 5

1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

在这种情况下，向量序列 I k 不再收敛。这是为什么？

注意到矩阵 S 的第二个特征值满足 |λ2| = 1，因此前述幂法

的前提不再成立。

为了保证 |λ2| < 1，我们需要矩阵 S 为本原（primitive）
矩阵。这意味着，对某个 m，Sm 的所有元均为正。换言之，

若给定两个网页，那么从第一个网页经过 m 个链接后可以

到达第二个网页。显然，上述最后的这个例子并不满足这个

条件。稍后，我们将看到如何修正矩阵 S 以获得一个本原

随机矩阵，从而满足 |λ2| < 1。
下面说明我们的方法行不通的另一个例子。考虑如下

图所示的网络
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简言之，矩阵 S 是随机矩阵，即意味着它有一个平稳

向量。然而，我们同时还需要 S 满足 (a) 本原，从而 |λ2| < 1； 
(b) 不可约，从而平稳向量的所有元均为正。

最后一个修正

为得到一个本原且不可约的矩阵，我们将修正随机跳

转网页的方式。就目前来看，我们的随机跳转模式由矩阵 
确定 ：或者是从当前网页上的链接中选择一个，或者是对

没有任何链接的网页，随机地选取其他网页中的任意一个。

为了做出修正，首先选择一个介于 0 到 1 之间的参数 α。
然后假定随机跳转的方式略作变动。具体是，遵循矩阵的

方式跳转的概率为 α，而随机地选择下一个页面的概率是

1 － α 。
若记所有元均为 1 的 n×n 矩阵为 J，那么我们就可以

得到谷歌矩阵（Google matrix）：

G = αS+ (1−α ) 1
n
J

注意到 G 为随机矩阵，因为它是随机矩阵的组合。进

而，矩阵 G 的所有元均为正，因此 G 为本原且不可约。从而，

G 存在唯一的平稳向量 I，后者可以通过幂法获得。

参数 α 的作用是一个重要因素。若 α = 1，则 G = S。
这意味着我们面对的是原始的网络超链结构。然而，若 α = 0，
则 G = 1/nJ。也即我们面对的是一个任意两个网页之间都有

连接的网络，它已经丧失了原始的网络超链结构。显然，我

们将会把 α 的值取得接近于 1，从而保证网络的超链结构在

计算中的权重更大。

然而，还有另外一个问题。请记住，幂法的收敛速度是

由第二个特征值的幅值 |λ2| 决定的。而对谷歌矩阵，已经证

明了第二个特征值的幅值为 |λ2| = α。这意味着当α接近于1时，

幂法的收敛速度将会很慢。作为这个矛盾的折中方案，网页

排序算法的提出者谢尔盖 •布林和拉里 •佩奇选择 α=0.85。

计算排序向量 I

到目前为止，我们所讨论的看起来是一个很棒的理论，

然而要知道，我们需要将这个方法应用到一个维数 n 约为

250 亿的 n×n 矩阵！事实上，幂法特别适用于这种情形。

回想随机矩阵 S 可以写成下述形式

S = H + A.

 从而谷歌矩阵有如下形式

在此例中，矩阵 S 为

S=

0 0 0 0 0 0 1/ 3 0
1 / 2 0 1 / 2 1 / 3 0 0 0 0
1/ 2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1/ 2 1 / 3 0 0 1/ 2 0
0 0 0 1/ 3 1 / 3 0 0 1/ 2
0 0 0 0 1/ 3 0 0 1/ 2
0 0 0 0 1/ 3 1 1 / 2 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥，

其中平稳向量为 I =

0
0
0
0
0.12
0.24
0.24
0.4

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

注意到前四个网页的网页排序值均为 0。这使我们感觉

不太对：每个页面都有其它网页链接到它，显然总有人喜欢

这些网页！一般来说，我们希望所有网页的重要性排序值均

为正。这个例子的问题在于，它包含了一个小网络，即下图

中蓝色方框部分。

在这个方框中，有链接进入到蓝色方框，但没有链接

转到外部。正如前述中关于悬挂点的例子一样，这些网页构

成了一个“重要性水槽”，其他四个网页的重要性都被“排”

到这个“水槽”中。这种情形发生在矩阵 S 为可约（reducible）
时；也即， 可以写成如下的块形式

 S = ∗ 0
∗ ∗

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

实际上，我们可以证明：如果矩阵 S 不可约，则一定

存在一个所有元均为正的平稳向量。

对一个网络，如果任意给定两个网页，一定存在一条

由链接构成的路使得我们可以从第一个网页转到第二个网

页，那么称这个网络是强连通的（strongly connected）。显然，

上面最后的这个例子不是强连通的。而强连通的网络对应的

矩阵 S 是不可约的。
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G =αH +αA1−α
n
J

    
其中 J 是元素全为 1 的矩阵，从而

 GI
k =αHI k +αAI k 1−α

n
JI k .

现在注意到，矩阵 H 的绝大部分元都是 0 ；平均而言，

一列中只有 10 个元是非零数。从而，求 HIk 的每个元时，

只需要知道 10 个项即可。而且，和矩阵 J 一样，矩阵 A 的

行元素都是相同的。从而，求 AIk 与 JIk 相当于添加悬挂点

或者所有网页的当前重要性排序值。而这只需要一次即可完成。

当 α 取值接近于 0.85，布林和佩奇指出，需要 50 到

100 次迭代来获得对向量 I 的一个足够好的近似。计算到这

个最优值需要几天才能完成。

当然，网络是不断变化的。首先，网页的内容，尤其

是新闻内容，变动频繁。其次，网络的隐含超链结构在网页

或链接被加入或被删除时也要相应变动。有传闻说，谷歌大

约 1 个月就要重新计算一次网页排序向量 I。由于在此期间

可以看到网页排序值会有一个明显的波动，一些人便将其称

为谷歌舞会（Google Dance）。

总结

布林和佩奇在 1998 年创建了谷歌，正值网络的增长步

伐已经超过当时搜索引擎的能力范围。在那个时代，大多数

的搜索引擎都是由那些没兴趣发布其产品运作细节的企业

研发的。在发展谷歌的过程中，布林和佩奇希望“推动学术

领域更多的发展和认识”。换言之，他们首先希望，将搜索

引擎引入一个更开放的、更学术化的环境，来改进搜索引擎

的设计。其次，他们感到其搜索引擎产生的统计数据能够为

学术研究提供很多的有趣信息。看来，联邦政府最近试图获

得谷歌的一些统计数据，也是同样的想法。

还有一些其他使用网络的超链结构来进行网页排序的

算法。值得一提的例子是 HITS 算法，由乔恩 •克莱因伯格

（Jon Kleinberg）提出，它是 Teoma 搜索引擎的基础。事实

上，一个有意思的事情是比较一下不同搜索引擎获得的搜索

结果，这也可以帮助我们理解为什么有人会抱怨谷歌寡头

（Googleopoly）。

原文链接：

http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-pagerank
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