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万精油

曾经有一个“美丽数学公式”名单在数学界流传。据说那是著名数学家、

菲尔兹奖获得者阿蒂亚（Michael Atiyah）列出来的，总共 60 个公式。第一页

是下面这十个 ：

随高斯爬山
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阿蒂亚的这组公式不完全是按优美度排列的。他本意是把这组公式给数学

家看，用来测试数学家对所谓“数学美”的反应。不过，我觉得先列出的公式

在某种程度上反应了他自己在心里对这些公式的大致排名。比如，列在第一位

的欧拉恒等式，这是大家公认的最美数学公式。说它最美的原因是 ：简明、整

洁、深刻，而且包含了数学里最重要的 5 个常数 ：0, 1, i, e, π. 这个公式确实很

美，需要专门大字写出来展示一下 ：

 .

除了排在第一位的欧拉恒等式，其它公式的美丽程度就没有统一意见了。

不同的数学家有不同的意见。以我自己的审美来说，我认为最美的是排在第四

的高斯 - 博内（Gauss-Bonnet）定理。

高斯 - 博内定理是我们这篇文章的主角，先大写出来 ：

 
,

其中 M 是一个紧致二维黎曼流形，K 是其高斯曲率。∂M 是 M 的边界，kg是
边界的测地曲率。右面的 χ(M) 是 M 的欧拉示性数。这个定理的深刻之处在于

它建立了局部性质与整体性质的关系。曲率是局部性质，欧拉示性数是整体拓

扑性质。表面看起来完全无关的东西被一个公式联系起来。用通俗语言来描述

这个定理就是，对于一个紧致二维曲面，不管曲面内部如何打坑，隆起，只要

不穿孔，它的总曲率是不变的。第一次见到这个定理时，为它简洁的公式，深

刻的结果而震惊，太美妙了。后来每次见到它，仍然总要为它的优美而感叹。

没有学过微分几何的读者或许不能完全体会到这个定理的优美。因为它所

牵涉到的紧致流形、曲率、欧拉示性数等概念本身的定义就不简单，更不要说

它们之间的关系了。

但是，如果我们对 M 做一些限制，这个定理的表现形式就要简单一些，

更容易理解和欣赏。比如，我们考虑 M 是二维曲面上的一个测地三角形的情形。

曲面上的测地三角形就是由测地线连接曲面上的三点所构成的图形。测地线可

以理解为局部连接两点之间的最短线。对平面来说，测地线就是直线。测地三

角形就是平面三角形。当 M 是测地三角形时，因为测地线测地曲率为 0，上面

公式中的边界积分简化成三条测地线的拐角和，而三角形的欧拉示性数是 1。
在这种情况下，高斯 - 博内定理可简化为

,
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其中，βi是三角形的三个内角。

我们知道，在平面上，三角形内角和等于 π（180 度）。但是，在曲面上，

三角形内角和就可能不等于 π。这个公式告诉我们，在负曲率曲面上，因为面

积分为负，三角形内角和小于 π，比如罗巴切夫斯基几何。在正曲率曲面上，

因为面积分为正，三角形内角和大于 π，比如球面几何。这两个结果曾经是几

何的这两大分支的两个奠基性定理，现在被一个公式的特例搞定。是不是开始

对高斯 - 博内定理的美丽有了更多的欣赏？

进一步再加限制，把二维曲面限制成二维单位球面，曲率恒等于 1，那么，

曲率的面积分就是它的面积。上面的公式进一步简化为

.

用通俗语言来说就是，球面上的测地三角形内角和大于 π，比 π多出来的部分

正好等于这个三角形的面积。这个表达式高中生就能理解，高中生也能欣赏这

个定理的美丽了。

 

我们用一个简单的例子来验证一下。从北极沿两条夹角为 90 度的经线出发

到赤道。比如经度为 0 和 90 度的两条经线。经线与赤道的夹角是 90 度。经线

与赤道都是测地线（大圆），由这两条经线与赤道组成的这个球面三角形就是一

个测地三角形。它有三个直角，其总和为 3π/2，比 π多出 π/2。再来看这个球面

三角形的面积。显然，这个三角形的面积是球面积的 1/8。单位球的面积是 4π。
其 1/8 就等于 π/2，与三个内角和比 π多出来的部分相等。验证了上面等式。




