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Abstract

An elliptic curve is a pair (E,0), where E is a smooth projective curve of genus 1
and O is a point of E, called the point at infinity. Every elliptic curve can be given by a
Weierstrass equation

E: y2+al$y+a3y=’£3+a2z‘2+a4x+a6.

Let Q be the set of rationals. F is said to be difined over Q if the coefficients a;, i =
1,2,3,4,6 are rationals and O is defined over Q.

Let E/Q be an elliptic curve and let E(Q)tops be the torsion group of points of E
defined over Q. The theorem of Mazur asserts that E(Q)¢opg is one of the following 15
groups

Z | mZ m=1,2,...,10,12
E(Q)tors — { Z/ ) ~ )& ) 0) ’
[2Zx ZL[2mZ, m=1,23 4.
We say that an elliptic curve E'/Q is isogenous to the elliptic curve E if there is an isogeny,
i.e. a morphism ¢ : E — E’ such that ¢(O) = O, where O is the point at infinity.

We give an explicit model of all elliptic curves for which E(Q)¢qgyg is in the form Z /mZ
where m = 9,10,12 or Z /27 x Z/2mZ where m = 4, according to Mazur’s theorem.
Morever, for every family of such elliptic curves, we give an explicit model of all their
isogenous curves with cyclic kernels consisting of rational points.
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1. Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur (Q par la forme de Weierstrass-Tate:
E: ¢’ +aizy + asy = 23 + axx? + aux + ag, (1)
avec ai,as,as3,as,a¢ € Q. Soit m > 1 un entier. Si E admet un point de torsion d’ordre

exactement m, alors E est paramétrisable par la courbe modulaire X, (m). D’apres le théoreme
de Mazur [4], la structure du sous-groupe des points de torsion E(Q)yyg est de la forme

2(Q) _{Z/mZ, m=1,2,...,10,12,
tOrs =\ 7/2Z x Z/2mZ, m = 1,2,3,4.
Ainsi, pour m € {1,...,10,12}, la courbe modulaire X;(m) est de genre nul, et on peut donc

exprimer les quantités aj,as,as,as,as a ’aide des mémes parametres. Des paramétrisations
de quelques courbes elliptiques définies sur Q et ayant un sous-groupe E(Q)ors donné ont été
données (voir par exemple [1], [2], [6] et [7]). D’autre part, toutes les isogénes des courbes
elliptiques de sous-groupe de torsion E(Q)iqps de la forme Z/mZ, m = 2,...,8 et Z/2Z x
Z[2mZ, m = 1,2,3, correspondant & des isogénies de noyaux formés par des points rationnels,
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ont été explicitées dans [6]. Nous complétons ici ce formulaire dans le cas ot E(Q)¢qpg est de
la forme Z /mZ avec m = 9,10, 12 ou de la forme Z /27 x Z /2mZ avec m = 4.

Si E admet un point de torsion d’ordre m, on peut, par translation, ramener ce point a
Py, = (0,0). On peut ainsi écrire I’équation de E sous la forme (1) avec ag = 0. On peut
d’autre part transformer E de telle sorte que la ligne y = 0 soit tangente en Fy. Ceci donne
alors a4 = 0. Finalement I’équation de E peut s’écrire sous la forme

E: ¥ +aizy + asy = 2° + ar2®.
Si Py est d’ordre m > 4, alors as # 0 et ag # 0. Le changement de variables (z,y) = (u?z’, uy’)
transforme 1’équation de E en:

2, _ 3, _ 2
E: y” +utarr'y +u a3y = 2" + u " axa’”.

Le choix v = a3/as permet d’avoir u 3a3 = u 2as. En posant alors v 'a; = 1 — A/C,
u3az = —B/C, ou A, B et C sont des entiers, et en effectuant la transformation (z',y') =
(C72X,C73Y), équation de E devient:

E=FE(A,B,C): Y? 4+ (C - AXY — BC?Y = X3 - BOX*. (2)

Pour m > 4, la structure de X;(m) peut étre déterminée a I’aide de ’équation ¥,,(0,0) = 0, ou
U, (X,Y) est le polynome de m-division (voir [6] ou [8]). Ceci permet d’exprimer A, B et C
en fonction de deux parametres s et t. On peut donc déterminer facilement tous les points de
torsion rationnels de F, et déterminer la structure exacte du sous-groupe des points de torsion
de E. Dans ce cas, les formules de Vélu [9] permettent alors de déterminer une expression
de toutes les isogenes de E, en divisant E par les sous-groupes cycliques composés de points
rationnels. Cette méthode a été utilisée dans [6] pour une partie des courbes elliptiques définies
sur Q et ayant un point de torsion d’ordre m, avec 2 < m < 8.

Nous donnons dans les parties 2, 3, 4 et 5 les différentes expressions obtenues de cette facon
a partir des courbes elliptiques définies sur QQ et ayant un sous-groupe de points de torsion de
la forme Z /27 x Z/8Z ou de la forme Z/mZ avec m = 9,10,12. Dans ce travail, les courbes
elliptiques sont indexées en poursuivant la numérotation commencée dans [6].

2. Courbes Elliptiques de Sous-groupe E(Q)t{ors = Z/2Z x Z /8L
L’expression des courbes elliptiques ayant Py = (0,0) pour point de torsion d’ordre 8 a été
déterminée dans [6]. Son équation est
Esp - y? — (282 —4ST + T?)ay — S*T(S - T)(2S - T)y
=z® - S%(S - T)(2S - T)2?,
et a pour discriminant
Az = S8T%(S —T)%(2S — T)*(85? — 8ST + T?).

Le cas ou 85% — 85T + T n’est pas un carré a été étudié dans [6] et donne lieu aux isogenes
FEs3, Es3, E3a, Ess, Ese.

2.1. Courbe Elliptique E37

Supposons donc ici que 852 — 85T + T? = Z? pour un rationnel Z. On écrit alors
85? —8ST +T? = (T — 45)* —85* = 77,
ce qui donne la paramétrisation
S =st, T=s>+4st+ 2t Z =s>—2t.
L’équation de F3; devient donc :

Esr: y? 4+ arzy + azy = 2° + axa’,



