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数学聊斋连载
               

有一次与几名中国学者和两名俄罗斯数学家一起吃

饭。吃到后来照例问一个问题：吃什么主食？于是用英文

问：“Rice or noodle ? ”（米饭还是面条？）谁知这两位俄国

人听不懂“noodle” ( 面条 ) 这个词。几个中国人用手比划

了好一会儿还是没能让他们搞懂。我急中生智地说：“Rice 

is zero-dimensional, but noodle is one-dimensional.”（米饭是

零维的，面条是一维的。）不愧是数学家，两位马上就懂了。

维数是数学上常用的概念，点的维数是 0，线的维数是 1，

面的维数是 2，立体的维数是 3。说米饭是“零维的”，就

是说它可以看成一个一个孤立的“点”组成的，说面条是

“一维的”， 就是说它是一条一条的线。依此类推，  “飞饼”

很薄，厚度可以忽略不计，可以认为是二维的；馒头自然

就是三维的了。当然，严格说起来，米饭、面条、飞饼都

是三维的。 

说起维数，还有一件有趣的事：1969 年我第一次路

过重庆，那时的公共汽车非常拥挤。有人形容这是“把

人挤成照片了”。人是三维的物体，被挤成二维的照片，

虽然太夸张了一些，但将拥挤的程度形容得活灵活现。

人是三维的物体，体积不为 0。挤成二维的照片，

体积就变成了 0。行列式也是这样：三阶行列式表示平

行六面体的有向体积，如果其中有某两行相等，就是说

平行六面体的三条相邻的棱中有两条重合，平行六面体

退化成平面图形，也就是被“挤成照片”了，体积变成 0。

类似地，二阶行列式表示平行四边形的有向面积，如果

两行相等，“平行四边形”的相邻两边重合，平行四边

形退化为一条线段，面积为 0。一般地，n 阶行列式可

以想象成一个 n 维立体的 n 维体积，如果它有某两行相

等，“n 维立体”退化为 n-1 维或者更低维数的图形，“n

维体积”当然就等于 0。
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从左至右 ：0 维是一点 , 1 维是线 , 2 维是一个长和宽 ( 或曲面 ), 3 维是 2 维加上高度形成体积面

（连载二）

人挤成照片之维数变化
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小时候看电影，看见电影中的人物轻轻一跳就上了房

顶，觉得演这些人物的演员真是了不起。世界跳高记录也

只有 2 米多一点，还不如这些演员跳得高。于是就想：如

果这些演员到国际上参加跳高比赛，不就可以打破世界跳

高纪录并且拿到世界冠军了吗？

后来知道了这些演员并不能从地上跳到房顶上，电影

镜头可以通过特技来实现。比如说可以让演员从房顶往下

跳到地面，将往下跳的过程用电影胶片拍下来，将拍得的

胶片颠倒顺序由后往前放映，看到的效果就是从地面往上

跳到房顶了，甚至可以从水中往上跳到跳板上。数学中像

这样“倒过来放映”的事情也不少。

比如，如果已知运动物体的路程对时间的函数关系

)(tSS = ，求导数就可以得到速度函数 )(tSV ′= ，这比较容易。

反过来，要由速度 )(tSV ′= ，求路程 )(tSS = ，就要做定积分，

也就是要将所经过的时间划分成许许多多很短的时间间隔，

在每一小段时间内将物体的运动近似地看成匀速运动求得一

小段路程，将各段路程相加得到总路程的近似值，再让各时

间间隔长度趋于 0，求极限得到总路程的准确值。但是，这

样太困难，就好像从地面跳到房顶那样困难。我们也可以化

难为易，采用“从房顶往下跳”、再“倒过来放映”的方法，

找到一个函数 )(tF 使得由它（通过求导数）得到的速度函数

)(tFV ′= 正好等于预先已知的 )(tfV = ，这样就可以比较容易

得到所需的 )(tFS = 。这样的 )(tF 称为 )(tf 的原函数。通过这

样“倒过来放映”的方法求定积分，这就是微积分基本定理。

另一个例子是由数列的通项公式 )(na 求前 n项之和 

)(nS 。比如，已知 2)( nna = 求 )(nS ，也就是求前 n 个正

整数平方和公式。中学数学中将这个公式作为数学归纳

法的证明的例子来讲。但这个公式很难想出来，就好像

从地面跳到房顶上那么难。反过来，如果已知数列的前

n项和的公式 )(nS 反过来求通项公式 )(na ，就很容易：                                                                                                                                               

比从房顶跳到地面还容易。能不能用“倒过来放映”

的方法，设法找一个 )(nS 使它求出的通项

 

正好等于已知的 2) n= ? 容易发现，当 )(nS 是 K 次多项式

时， )1()( −− nSnS 是 1−K 次多项式。因此考虑三次多项式                                                                                                                                                

ncnbnanS ++=
23)( 很容易通过解方程求得待定系数 ,,, cba  

使得

 

问题就迎刃而解了。
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飞檐走壁之电影实现 

                   —— 微积分基本定理

函数 cxxxF +−=
23

)(
23

的梯度场。虽然三条曲线相差
常数 , 但它们在同一个 x处的导数是一样的。


