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中国古代最伟大的数学家不是祖冲之

吗？怎么会是刘徽呢？祖冲之（429-500）确

实是伟大的数学家，应该说，他的数学水平

不会低于刘徽。但是他的数学著作《缀术》（一

作《缀述》）由于隋唐最高数学学府算学馆的

学官“莫能究其深奥”，因而失传。因此其全

部数学贡献人们至今无法了解。我们现在仅

知道他的两项确切成就 ：将圆周率精确到 8

位有效数字以及与他的儿子祖暅之完成的球

体的体积公式的推导。这两项成就都是刘徽

为其提出方法或建立理论基础的。从数学的

角度而言，这当然比祖冲之的贡献更重要。 

中国科学院系统科学研究所于 1985 年

10 月举办了现代数学讨论班，要以一位伟大

的数学家冠名。许多学者主张称为祖冲之讨

论班，吴文俊院士力排众议，主张以刘徽命

名。吴先生认为，刘徽无可争议地是我国传

统数学中唯一的代表人物。

刘徽以演绎逻辑为主要方法全面证明了

《九章筭术》的算法，建立了中国传统数学

的理论体系。最值得称道的是他在世界数学

史上第一次将无穷小分割方法和极限思想用

于数学证明。刘徽逻辑之严谨，所达到的高

度，在中国古代也无居其右者。可是，在上

世纪 70 年代末以前，中国数学史界对刘徽

没有给予应有的重视。其原因主要是刘徽注

十分难读，其最重要成就，中国人或者以为

弄通了，实际上搞错了，比如割圆术 ；或者

根本没有搞懂，比如刘徽原理 ；或者没有涉

及，比如刘徽关于“率”的理论和刘徽的逻

辑思想。加之，它以为《九章筭术》作注的

形式出现，很容易被误以为依附于《九章筭

术》，因而导致把刘徽看成是一位二流的数

学家。

上世纪 70 年代末至 90 年代出现了研究

《九章筭术》及其刘徽注的高潮，对《九章

筭术》的编纂和体例，刘徽的主要成就，刘

徽的思想，产生刘徽注这样划时代著作的社

会背景，以及《九章筭术》的版本基本上弄

清楚了，对《九章筭术》的校勘也有重大进展。

中国古代最伟大的数学家刘徽  
——为纪念刘徽注《九章筭术》1750周年而作

郭书春
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刘徽是为《九章筭术》作注而名垂青史

的。我们平日所说的《九章筭术》有狭义与

广义两种涵义。狭义地说，仅指《九章筭术》

本文。谈成就、编纂、体例等，常用这种涵义。

广义地说，还包括魏刘徽注、唐李淳风等注释。

谈版本、校勘等常用这种涵义。

《九章筭术》的体例和编纂

学术界一种流行的看法是把《九章筭术》

说成一部“一题、一答、一术的应用问题集”，

甚至说“概莫能外”。但这是一种似是而非的

说法，而且会引起许多误解，往往成为中国

古代数学没有理论的根据。但是，只要打开

《九章筭术》，就会发现这并不符合《九章筭术》

的实际情况。实际上，《九章筭术》的题、答、

术的关系相当复杂。下面简要叙述。 

《九章筭术》大部分内容采用算法统率例

题的形式，往往是多题一术或一题一术，甚

或多题多术。这里又有不同的情形：（i）给出

一个或几个例题，然后给出一条或几条抽象

性术文，而例题中只有题目、答案，没有具

体演算的术文。整个方田章、商功章的大部

分内容以及粟米、少广、均输、盈不足、勾

股章的部分内容，都属于这类情形，共有 73术，

106 道例题。(ii) 先给出抽象的术文，再列出

几个例题；而例题只有题目、答案，亦没有

演算细草。商功章的堑等、刍童等 2 条术及

其 10 道例题便是如此。(iii) 先给出抽象性的

总术，再给出若干例题；而例题包含了题目、

答案、术文三项，其术文是总术的应用。方

程章及粟米、衰分、少广、盈不足章的部分

共 7 术 80 个例题是如此。 

以上三种情形共 82 术，196 问，约占《九

章筭术》全书的 80%。我们将之称为算法（术）

统率例题的形式。尽管其间的表达方式有差异，

却有几个共同特点：术文都非常抽象、严谨，

具有普适性，换成现代符号就是公式或运算程

序；在这里抽象性术文是中心，是主体，题目

是作为它的例题出现的，是依附于术文的，而

不是相反；这些术文具有构造性、机械化。

另外还有一少部分内容采取应用问题集

的形式，往往是一题、一答、一术，共有 50

个题目，都是以题目为中心。尽管计算程序

是正确的，但都是应用问题的演算细草。 

值得注意的是，《九章筭术》的这些体例，

在近年发现的秦简《数》、秦简《筭书》、汉简《筭

数书》等秦汉数学简牍中全都有。《九章筭术》

和秦汉数学简牍的内容大多数都是完成于秦

和先秦的。因此，这反映了秦和先秦数学的

共同特点。

《九章筭术》——中国传统数学框架的确立 

图 1  《九章筭术》书影（南宋本）             图 2  吴文俊院士在中法对照本《九章筭术》的新闻发布会上
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很显然，笼统地将《九章筭术》称为“一

题、一答、一术的应用问题集”是不合适的。

笔者认为，数学史上起码存在三种不同体例

的著作，一是像欧几里得《几何原本》那样

的公理化体系，一是像希腊的丢番图的《算

术》、中国的《孙子筭经》、《五曹筭经》等那

样的应用问题集，一是以《九章筭术》的主

体部分为代表的以算法为中心，算法统率例

题的形式。

《九章筭术》的体例多种多样，表明它肯

定不是一人一时编写的，而是经过许多世代，

若干人的劳动积累而成的，这是学术界的共

识。然而，到底是什么时候编纂的，却存在

不同的看法。现存资料中最早谈到《九章筭术》

编纂的就是本文所要谈到的刘徽。他说：

周公制礼而有九数，九数之流则《九章》

是矣。往者暴秦焚书，经术散坏。自始厥后，

汉北平侯张苍、大司农中丞耿寿昌皆以善筭

命世。苍等因旧文之遗残，各称删补。故校

其目则与古或异，而所论者多近语也。 

事实证明，刘徽关于《九章筭术》编纂

的论述是最准确的。也就是说，在先秦已经

存在某种形式的《九章筭术》，它在战乱中遭

到破坏。西汉张苍（？- 前 152 年）、耿寿昌（公

元前 1 世纪）搜集遗残，加以删补，编定了《九

章筭术》。 

《九章筭术》的内容和成就

《九章筭术》分九章。第一章方田，刘徽

说“以御田畴界域”，解决田地面积问题，给

出若干直线形、曲线形的面积的抽象公式。

更重要的，提出世界上最早的系统、完整、

抽象的分数四则运算法则。第二章粟米，刘

徽说“以御交质变易”，解决粟米互换问题。

提出十分抽象的“今有术”，即比例算法。此

法在后来的印度和西方称为三率法。第三章

衰分，刘徽说“以御贵贱禀税”，用“衰分术”、

“返衰术”解决比例分配问题。后半章不是衰

分问题，而是贸易、取保、贷钱等应用题，

应该用今有术求解。第四章少广，刘徽说“以

御积幂方圆”，解决面积、体积的逆运算问题。

提出了世界上最早的开平方、开立方的抽象

程序。第五章商功，刘徽说“以御功程积实”。

此章的本义是解决土方工程中工作量的分配

问题，但现今人们更重视其中的若干多面体、

圆体的抽象的体积公式。第六章均输，刘徽

说“以御远近劳费”，解决赋税中的合理负担

问题，是更为复杂的衰分问题。后半章是各

种算术难题。第七章盈不足，刘徽说“以御

隐杂互见”，解决盈亏类问题，并用盈不足术，

通过两次假设解决了若干一般数学问题，在

世界数学史上影响巨大。第八章方程，刘徽

说“以御错糅正负”。“方程”即现今线性方

程组。此章提出了世界上最早的线性方程组

解法，“正负术”即正负数加减法则，以及列“方

程”的方法“损益”法。第九章勾股，刘徽说“以

御高深广远”，提出了抽象的“勾股术”即勾

股定理，给出了解勾股形的各种方法和世界

上最早的勾股数组通解公式，以及勾股容圆

和简单测望等问题。 

以上许多成就超前其他文化传统几个世

纪甚至上千年。 

《九章筭术》历来被尊为算经之首，明中

叶至清中叶的数学家已经看不到《九章筭术》，

许多数学著作的标题却都有“九章”或“九数”

二字，或以“九数”分类。甚至在西方数学

传入之后，还有人将以西方数学为主体的内

容按“九数”分类，著书立说。

另一方面，为《九章筭术》作注是中国

传统数学著作的重要形式，成为中国传统数

学成就的重要载体。其中成就最大的是魏刘

徽的《九章筭术注》，北宋贾宪的《黄帝九章

算经细草》。它们分别奠定了魏晋南北朝与宋

元两个数学高潮的基础。《九章筭术》还传到

朝鲜、日本和东南亚，成为这些地区数学知

识的源泉。《九章筭术》在东方数学中的地位，

大体相当于欧几里得《几何原本》在西方数

学中的地位。《九章筭术》与《几何原本》像

两颗璀璨的明珠，在古代东西晖映。

《九章筭术》的成书之时，正值古希腊数

学越过其高峰，走向衰替之际。《九章筭术》

的问世标志着中国及后来的印度、阿拉伯地

区取代古希腊成为世界数学研究的重心，也

标志着世界数学从研究空间形式为主，转变

为以研究数量关系为主，标志着数学机械化

算法体系取代数学公理化演绎体系成为世界

数学发展中的主流。
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我们在表彰《九章筭术》的成就的同时，

不能忽视它的缺点。首先就是《九章筭术》

没有任何数学定义，也没有任何推导和证明。

当然，这并不是说《九章筭术》在提出这些

算法时没有某种形式的推导。其次，受儒家

传统思想的束缚，《九章筭术》没有突破“九

数”的限制。这一方面使九章的分类不尽合

理，有的按应用分类，有的按数学方法分类，

标准不同一。另一方面，对当时提出的许多

新问题，编纂者未能与时俱进，打破“九数”

的格局，设置新的类别，而是将一些题目硬

塞入衰分章和均输章，不伦不类。

刘徽生平不详。笔者根据《宋史 •算学

祀典》及有关史料断定，刘徽的籍贯是淄乡，

属今山东邹平县。他自述“徽幼习《九章》，

长再详览”。根据《晋书 •律历志》、《隋书 •
律历志》记载，刘徽于魏景元四年（公元 263

年）撰《九章筭术注》，今年恰好是 1750 周年。

国内外的学者在邹平成功举行了国际学术研

讨会。

刘徽的思想受何晏（？ -249）、嵇康

（223-262）、王弼（226-249）等玄学名士的影

响较大，甚至有许多语句相类。由此，我们

可以推断，刘徽的生年大约与嵇康、王弼相

近 , 或稍晚一些，就是说，刘徽应该生于公元

3 世纪 20 年代后期至公元 240 年之间。换言

之，公元 263 年他完成《九章筭术注》时 , 年

仅 30 岁上下 , 或更小一点。有的画家将正在

注《九章筭术》的刘徽画成一位满脸皱纹的

耄耋老人，有悖于魏晋的时代精神和特点。

《九章筭术注》原十卷，第十卷“重差”

系自撰自注，后来以《海岛算经》为名单行，

因第 1 问是测望一海岛高、远，故名。其宋

刻本已亡佚，今传本是清戴震从《永乐大典》

辑录出来的，只有 9 问，且无刘徽自注。刘

徽还有《九章重差图》一卷，已佚。

《海岛算经》将以重差术为主的中国测望

技术发展得相当完善，在西方测望技术于明

末传入中国之前，再无大的突破。图 4 是测

望海岛示意图。刘徽测望海岛的原型可能是

泰山。

尽管对刘徽的生平我们知之甚少，但

是由于他的《九章筭术注》比较完整地保存

下来了，因此对他的思想品格，却是明末之

前的数学家中我们了解最多的一位。刘徽博

览群书，精心研究了墨家、儒家、道家等先

刘徽及其《九章筭术注》《海岛算经》

 图 3  纪念刘徽注《九章筭术》1750周年国际学术研讨会主席台   
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秦诸子的著述，以及司马迁、王充、郑玄等

两汉学者的著作。他受思想界的正始之音

（240-248）和此后的辩难之风的深刻影响，

善于从其中及在辩难中泛起的先秦诸子、两

汉典籍中汲取大量的思想资料，或者以某些

命题作外壳，加以改造， 融会贯通，赋予数

学内容，得出正确或比较正确的结论，或者

撷取其正确部分指导自己的数学研究。他的

深邃的思想方法和数学理论蕴含着对传统文

化的深刻理解。

坚持实事求是，一切从实际出发，是刘

徽治学的重大特点。整个刘徽注言必有据，

不讲空话。历来有“隶首作数”的说法，刘

徽说“其详未之闻也”。汉代盛行谶纬迷信，

出现数字神秘主义，大科学家张衡也未能免

俗，刘徽批评他是“欲协其阴阳奇耦之说而

不顾疏密矣”。刘徽把自己的数学知识和创造

完全建立在必然性基础之上，没有任何猜测

或神秘的成分。

刘徽认为人们的数学知识是不断进步的，

他不迷信古人。《九章筭术》最迟在东汉已被

官方奉为经典，刘徽为之作注，自然对之很

推崇。但他并不妄从，指出了它若干不准确

之处甚或错误。刘徽是在中国数学史上批评

《九章筭术》最多的数学家。

敢于创新，是刘徽治学的突出特点，这

是他实事求是精神的升华。刘徽《九章筭术

注》的创新非常多。在一部著作中，新的思想、

新的方法、新的成就这么多，在中国数学史

上是少见的。

刘徽还具有知之为知之，不知为不知，

不图虚名，敢于承认自己的不足，寄希望于

后学的高尚品格。他对自己设计的牟合方盖，

功亏一篑，没能求出其体积，便老老实实地

承认：“欲陋形措意，惧失正理，敢不阙疑，

以俟能言者。”反映了一位真正的科学家的光

辉本色。

刘徽还善于灵活运用数学方法，指出不

弄通数学原理，“徒按本术”，是“胶柱调瑟”，

就像把琴瑟的弦的转柱胶住而要调节弦的音

律。他常常在《九章筭术》的术文之外，提

出另外的方法，或者对《九章筭术》的同一

条术文，记下不同的思路。有时候他明知自

己提出的新方法不如原来的方法简便，为什

么还要提出呢？他说：“广异法也。”要广开

思路。

《九章筭术注》的结构和成就

刘徽的《九章筭术注》是不是全都反映

了刘徽的思想呢？学术界实际上存在着不同

意见。刘徽自述注《九章筭术》的过程时说：

徽幼习《九章》，长再详览。观阴阳之割裂，

总筭术之根源，探赜之暇，遂悟其意。是以

敢竭顽鲁，采其所见，为之作注。

这说明，《九章筭术注》中含有两种内容：一

图 5  刘徽割圆术书影（南宋本）图 4  刘徽测望海岛示意图                        
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是他自己的数学创造，即“悟其意”者；二

是前人的研究成果，即“采其所见”者。两

者的分野在许多术文和问题的注解中十分清

楚。比如刘徽几次严厉地批评前人使用周三

径一的错误，但又有大量的段落使用周三径

一；他指出使用棊验法对证明长、宽、高不

等的阳马和鳖腝体积公式“则难为之矣”，但

在许多多面体体积公式的注的第一段中往往

使用棊验法。这些段落显然不是刘徽的思想，

而是前人的，刘徽“采其所见”，写入注中。

认识刘徽注中有“采其所见”者，对《九

章筭术》及其刘徽注的研究有重要意义。首先，

刘徽注中的“采其所见”者透露出《九章筭术》

成书时代的某些信息，比如，棊验法就是《九

章筭术》成书时代推导多面体体积公式的一

种方法。

其次，可以使我们更加清晰地认识刘徽。

如果将刘徽注都看成是刘徽的思想，那么刘

徽是一个成就极大，但思想混乱的数学家。

如果在刘徽注中剔除了“采其所见”者，那么，

一位成就极大、逻辑清晰、思想深邃的刘徽，

便跃然纸上。

还有，对《九章筭术》的校勘特别重要。

戴震等人由于不懂刘徽注有“采其所见”者，

发现其中有不同思路时，便将后面一种思路

改为李淳风等注释，造成极大混乱。 

刘徽的数学成就大致有下面几方面：发

展了传统的率概念和齐同原理，拓展了其应

用，指出它们是“算之纲纪”。继承发展了传

统的出入相补原理。首创极限思想和无穷小

分割方法并严格证明了《九章筭术》提出的

圆面积公式和他自己提出的刘徽原理。前者

今称为割圆术，后者将多面体的体积理论建

立在无穷小分割基础之上。刘徽明确认识了

截面积原理，是为中国人完全认识祖暅之原

理的关键一步。将极限思想应用于近似计算，

在开方不尽时提出求其“微数”，以十进分数

逼近无理根的思想。他在中国首创求圆周率

的科学方法，奠定了中国的圆周率近似值的

计算领先世界千余年的基础。修正了《九章

筭术》的若干错误和不精确之处，提出了许

多新的公式和解法，大大改善并丰富了《九

章筭术》的内容。改变了《九章筭术》对数

学概念的涵义约定俗成的做法，给出了若干

明确的数学定义。以演绎逻辑为主全面论证

了《九章筭术》的算法。他的论证常常是真

正的数学证明。分析了各种数学概念、数学

方法和命题之间的关系，梳理了各个分支乃

至整个数学的逻辑系统。他认为数学像一株

发自一端、枝繁叶茂、条缕分明而具有同一

本干的大树，并基于此认识完成了中国传统

数学的理论体系。

下面仅简要介绍刘徽的割圆术、刘徽原

理、逻辑思想和数学体系。

割圆术

刘徽的圆田术注即割圆术分两部分。第

一部分是证明《九章筭术》的圆面积公式。

第二部分是求圆周率。《九章筭术》提出了圆

面积公式：

     术曰：半周半径相乘得积步。

以 S，L，r 分别记圆面积，圆周长和半径，

那么术文用现代符号写出，就是： 

               
S =

1

2
Lr.

                    （1）

据刘徽记载，他之前使用出入相补原理推导

这个公式。他认为，这是基于周三径一，以

圆内接正六边形的周长作为圆周长，以圆内

接正十二边形的面积作为圆面积，实际上并

没有严格证明圆面积公式（1），遂提出了使

用极限思想和无穷小分割方法的证明方法。

他说：

又按：为图。以六觚之一面乘一弧半径，

三之，得十二觚之幂。若又割之，次以十二觚

之一面乘一弧之半径，六之，则得二十四觚之

幂。割之弥细，所失弥少。割之又割，以至于

不可割，则与圆周合体而无所失矣。觚面之外，

犹有余径。以面乘余径，则幂出弧表。若夫觚

之细者，与圆合体，则表无余径。表无余径，

则幂不外出矣。以一面乘半径，觚而裁之，每

辄自倍。故以半周乘半径而为圆幂。 

如图 6，刘徽从圆内接正 6 边形开始割圆。设

第 n 次分割得到正 6×2
n 边形的面积为 Sn，

刘徽认为 Sn+1< S < Sn ＋ 2(Sn+1 － Sn)。而

lim
n→∞

S
n
= S, lim

n→∞
S
n
+ 2(S

n+1
− S

n
)[ ]= S.
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刘徽将极限状态即与圆合体的正无穷多

边形分割成以圆心为顶点，以每边为底的无

穷多个小等腰三角形，每个的高 r，设每个

的底边长 li，面积为 Ai。显然 lir ＝ 2Ai。所

有这些小等腰三角形的底边之和为圆周长

l
i

i=1

∞

∑ = L，它们的面积之和为圆面积 A
i

i=1

∞

∑ = S。

因此，

l
i

i=1

∞

∑ r = 2A
i

i=1

∞

∑ = 2S .         

由此式反求出 S，就得到（1）式。

这是一个论点明确，论据充分，逻辑清

晰的完整证明。可是在上世纪 70 年代末以前，

所有涉及刘徽割圆术的著述都有意无意地忽

略了其中“以一面乘半径，觚而裁之 , 每辄自

倍。故以半周乘半径而为圆幂”这几句画龙

点睛之语——甚至一篇逐字逐句翻译刘徽割

圆术的文章对这几句话竟略而不译，因此都

没有认识到刘徽在证明《九章筭术》的圆面

积公式（1）。

在证明了《九章筭术》的圆面积公式（1）

之后，刘徽接着说：

此以周、径，谓至然之数，非周三径一

之率也。

因此需要求周、径的“至然之数”，即圆周率。

他在批评了“学者踵古，习其谬失”，沿用“周

三径一之率”的错误之后，提出了求圆周率

近似值的程序。他从直径为 2 尺的圆的内接

正 6 边形开始割圆，得到圆内接各正多边形

的边长以及正 96 边形的面积 S4=313313
584

625
平方

寸，正 192 边形的面积 S5=314314
64

625
平方寸。

刘徽求出 S5 － S4=− =
105

625
平方寸。而 314314

64

625
平方

寸 < S <314 314
169

625
平方寸，因此取 314 平方寸作

为圆面积的近似值。然后刘徽说 ：

以半径一尺除圆幂，倍所得，六尺二寸

八分，即周数。……令径二尺与周六尺二寸八

分相约，周得一百五十七，径得五十，则其相

与之率也。周率犹为微少也。 

即将这个近似值与半径 1 尺代入公式（1），

求出圆周长的近似值 6 尺 2 寸 8 分。将圆

的直径与周长相约，便得到圆周率
157

50
，相

当于 π ＝ 3.14。数学史上一般将它称为徽

率或徽术。

显然，刘徽求圆周率的方法是以被他刚

刚证明了的圆面积公式（1）为前提的，其中

并未用到极限思想，只是极限思想在近似计

算中的应用，没有任何费解之处。可是，在

上世纪 70 年代末之前的所有著述都说刘徽此

注中的几个极限过程是为了求圆周率，并且，

在求出圆面积近似值 314 平方寸 之后，利用 S

＝ πr2，由 r2 ＝ 100 平方寸求出 π＝
157

50
，无

疑背离了刘徽注，并且还会将刘徽置于他从

未犯过的循环推理错误之中。原来，刘徽在

求出徽率之后，用它将《九章筭术》提出的

与上述公式相当的圆面积公式 S ＝ 3

4
r2，修正

为 S ＝ 157

200
r2。

刘徽原理

近代数学大师高斯曾提出一个猜想：多

面体体积的解决不借助于无穷小分割是不是

不可能的？这一猜想构成了希尔伯特《数学

问题》（1900 年）第三问题的基础。不久，他

的学生德恩作了肯定的回答。实际上，早在

高斯前 1500 多年，刘徽在证明《九章筭术》

提出的阳马和鳖腝的体积公式时，就涉及到

了高斯猜想和希尔伯特第三问题。

中国古代在多面体分割中，一个长方体

沿相对两棱剖开，得到两个楔形体，叫做堑

堵，如图 7（1）。一个堑堵从一个顶点到底

面一边剖开，得到一个锥体，其高的垂足在

图 6 刘徽对圆面积公式的证明（采自《古代世界数

学泰斗刘徽》）

 图 7  堑堵、阳马、鳖腝

（1）                        （2）                           （3）

o o

h

b

h

ba
a

（1）                         （2）                              （3）
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底面的一角上，叫做阳马，如图 7（2）；剩

下的是四面皆为勾股形的四面体，叫做鳖腝，

如图 7（3）。《九章筭术》给出了阳马的体

积公式 ： 

   
V =

1

3
abh,

                             
（2）

其中 a，b，h 分别是阳马的广、袤和高。又

给出鳖腝的体积公式

  
V =

1

6
abh,

                              （3）       

其中 a，b，h 分别是鳖腝的下广、上袤和高。

在 a ＝ b ＝ h 的情况下，由于一个正

方体可以分解为 3 个全等的阳马，或 6 个

三三全等、两两对称的鳖腝，“验之以棊，

其形露矣”，（2），（3）无疑是正确的。但是，

在 a ≠ b ≠ h 的情况下，一个正方体分解成

的三个阳马不全等，6 个鳖腝尽管两两对称，

却不三三全等，所谓“鳖腝殊形，阳马异体”。

刘徽指出：“阳马异体，则不可纯合，不纯合，

则难为之矣。”换言之，用棊验法即传统的

出入相补方法是无法严格证明（2），（3）两

式的。他只好另辟蹊径。刘徽提出了一个重

要原理 ：

邪解堑堵，其一为阳马，一为鳖腝。阳

马居二，鳖腝居一，不易之率也。

即在一个堑堵中，恒有

     V 阳马 : V 鳖腝＝ 2:1           （4）

吴文俊把它称为刘徽原理。显然，只要证明

了 刘 徽 原 理， 由 于 堑 堵 的 体 积 公 式 为

V =
1

2
abh，则（2），（3）两式是不言而喻的。

刘徽使用极限思想和无穷小分割方法证

明了这个原理。他说：

设为阳马为分内，鳖腝为分外。棊虽或

随脩短广狭，犹有此分常率知，殊形异体，亦

同也者，以此而已。其使鳖腝广、袤、高各二

尺，用堑堵、鳖腝之棊各二，皆用赤棊。又使

阳马之广、袤、高各二尺，用立方之棊一，堑堵、

阳马之棊各二，皆用黑棊。棊之赤、黑，接为

堑堵，广、袤、高各二尺。于是中攽其广、袤，

又中分其高。令赤、黑堑堵各自适当一方，高

一尺、方一尺，每二分鳖腝，则一阳马也。其

余两端各积本体，合成一方焉。是为别种而方

者率居三，通其体而方者率居一。虽方随棊改，

而固有常然之势也。按：余数具而可知者有一、

二分之别，即一、二之为率定矣。其于理也岂

虚矣？若为数而穷之，置余广、袤、高之数各

半之，则四分之三又可知也。半之弥少，其余

弥细。至细曰微，微则无形。由是言之，安取

余哉 ?

刘徽将由两个小堑堵Ⅱ′、Ⅲ′，两个小鳖腝

Ⅳ′、Ⅴ′合成的鳖腝（图 9（1））与由一个小

长方体Ⅰ，两个小堑堵Ⅱ、Ⅲ，两个小阳马Ⅳ、

Ⅴ合成的阳马（图 9（2））拼合成一个堑堵，

如图 9（3），则相当于堑堵被三个互相垂直的

平面平分。显然，小堑堵Ⅱ与Ⅱ′、Ⅲ与Ⅲ′

可以分别拼合成与Ⅰ全等的小长方体，如图 9

（5）和（6）所示。小阳马Ⅳ与小鳖腝Ⅳ′，

小阳马Ⅴ与小鳖腝Ⅴ′可以分别拼合成两个与

小堑堵Ⅱ、Ⅲ、Ⅱ′、Ⅲ′全等的小堑堵，它们

又可以拼合成与Ⅰ全等的第 4 个小长方体，

如图 9（7）所示。显然，在前三个小长方体Ⅰ、

Ⅱ - Ⅱ′、Ⅲ - Ⅲ′中，属于阳马的和属于鳖

腝的体积的比是 2:1，即在原堑堵的
3

4
中（4）

式成立，所谓“别种而方者率居三”。刘徽

图 8  刘徽原理书影（南宋本）



数学文化/第4卷第4期 24

认为，如果能证明（4）式在第 4 个小长方

体中成立，则（4）式便在整个堑堵中成立。

而第 4 个小长方体中的两个小堑堵与原堑

堵完全相似，所谓“通其体而方者率居一”。

因此，上述分割过程完全可以继续在剩余

的两个小堑堵中施行，那么又可以证明在

其中的
3

4中（4）式成立，在其中的
1

4中尚未

知。换言之，已经证明了原堑堵中的
3

4
+
1

4
+
3

4

中（4）式成立，而在
1

4
× 1
4 中尚未知。这个

过程可以无限继续下去，第 n 次分割后只

剩原堑堵的 1/4
n 中（4）式是否成立尚未知。

显然， lim
n→∞

 1/4n ＝ 0。这就在整个堑堵中证

明了（4）式，即刘徽原理成立。  

刘徽原理是其多面体体积理论的基础。

刘徽说：

不有鳖腝，无以审阳马之数，不有阳马，

无以知锥亭之类，功实之

主也。

刘徽认为，鳖腝是其解决

多面体体积问题的关键。

刘徽为求方锥、方亭、刍甍、

刍童、羡除等多面体的体

积，都要通过有限次分割，

将其分割成长方体、堑堵、

阳马、鳖腝等已被证明了

体积公式的立体，然后求

其体积之和解决之。刘徽

原理把多面体体积理论建

立在无穷小分割基础上的

思想，与现代数学的体积

理论惊人地一致。

图 9 刘徽原理之证明

    （1）                            （2）                                        （3）  

I
Ⅱ

Ⅱ′
Ⅳ′

Ⅲ′
Ⅴ′

Ⅴ

Ⅲ
Ⅳ

Ⅳ Ⅴ
Ⅰ Ⅱ Ⅲ

Ⅱ′ Ⅲ′
Ⅳ′ Ⅴ′

+

  （4）                        （5）                         （6）                         （7）   

  图 11 牟合方盖图 10 方锥与阳马同实              

+ + + +

截面积原理

《九章筭术》是通过比较其底面积由体

积已知方体推知圆体体积的。刘徽则更进

了一步，他说 ：“上连无成不方，故方锥与

阳马同实。”如图 10。可见，刘徽实际上已

经认识了祖暅之原理 ：“缘幂势既同，则积

不容异。”此即后来西方的卡瓦列里原理。

正因为如此，刘徽认识到，《九章筭术》时

代由圆柱体与其内切球的体积之比是 4:π 推
导球体积，从而得出的开立圆术是错误的。

他设计了牟合方盖，如图 11。刘徽指出 ：

牟合方盖与内切球的体积之比才是 4:π，只

要求出牟合方盖的体积，便可以解决球体积

问题，从而指出了解决球体积的正确途径。

200 年后的祖冲之父子在刘徽基础上求出了

牟合方盖的体积。
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中国古代数学没有理论，似成为学术界

的主流看法。不仅鄙视中国的西方中心论者

和民族虚无主义者如是说，即使是对中国古

代数学成就评价甚高的学者如英国的李约瑟

等亦持这种看法。众所周知，要证明数学命

题为真，必须靠演绎推理。说中国传统数学

没有理论，主要是说没有演绎推理。事实上，

认真考察刘徽注就会发现，刘徽在数学命题

的证明中主要使用了演绎推理，其中有三段

论、关系推理、假言推理、选言推理、联言

推理、二难推理等演绎逻辑的最重要的推理

形式，还有数学归纳法的雏形。说中国传统

数学没有逻辑的学者，或者是没有读刘徽的

《九章筭术注》，或者是读了但没有读懂。

刘徽的演绎逻辑

三段论是演绎推理的性质判断推理中极

其重要的一种。三段论不是个别民族或学派

的专利，刘徽注的许多推理是典型的三段论。

例如盈不足术刘徽注曰：

注云若两设有分者，齐其子，同其母。

此问两设俱见零分，故齐其子，同其母。

其推理形式是：若两设有分者（M ），须齐其

子，同其母（P）。此问（S）两设俱有分（M），

故此问（S）须齐其子，同其母（P）。其中含

有三个概念：两设俱有分（中项 M），齐其子，

同其母（大项 P），此问（小项 S）。中项在大

前提中周延，结论中的概念的外延与它们在

前提中的外延相同，还有，大前提是全称肯

定判断，小前提是单称肯定判断，结论是单

称肯定判断。可见，这个推理完全符合三段

论的规则，是其第一格的 AAA 式。

关系推理实际上是三段论的一种。初等

数学是关于客观世界的空间形式和数量关系的

科学，关系推理在刘徽的推理中所占的比重自

然特别大。而在关系推理所使用的关系判断中，

又以等量关系为最多。例如方田章圆田术刘徽

注对圆田又术“周、径相乘，四而一”的证明是：

周、径相乘各当以半，而今周、径两全，

故两母相乘为四，以报除之。

其推理形式就是：

已知

S =
1

2
Lr  （等量关系判断，刘徽已经证明），

及

r =
1

2
d  （等量关系判断），

故

S =
1

2
Lr =

1

2
L × 1

2
d =

1

4
Ld（等量关系判断）。    

刘徽有时使用不等量关系推理。例如在

推断圆囷（圆柱体）与所容之丸（内切球）

的体积之比不是 4:π时说：

按：合盖者，方率也，丸居其中，即圆率也。

推此言之，谓夫圆囷为方率，岂不阙哉 ?

其推理形式是：已知 Vhg:Vw ＝ 4:π（等量关系

判断），及 Vyq:Vw ≠ Vhg:Vw，（不等量关系判

断），故 Vyq:Vw ≠ 4:π（不等量关系判断）。其

中 Vhg，Vw，Vyq 分别是牟合方盖、丸、圆囷

的体积。

假言推理是数学推理中常用的一种形式，

包括充分条件假言推理和必要条件假言推理。

充分条件假言推理的推理形式是：若 p，则 q，

今 p，故 q。上面提到的“上连无成不方，故

方锥与阳马同实”，文字很简括，其完备形式是：

若两立体每一层都是相等的方形（p），

则其体积相等（q），

今方锥与阳马每一层都是相等的方形（p），

故方锥与阳马体积相等（q）。

在充分条件假言推理中，若 p，则 q。若

非 p，则 q 真假不定。刘徽对此有深刻的认识。

例如刘徽在记述用棊验法推证阳马、鳖腝体

积公式时指出，将一正方棊分割为三个阳马，

或六个鳖腝。“观其割分，则体势互通，盖易

了也”。“体势互通”即全等或对称。然而在长、

宽、高不等的情况下，“则难为之矣”。其推

理形式是：

若诸立体体势互通（p），则其体积相等（q）。

今诸立体体势不互通（非 p），

故难为之矣（q真假不定）。

刘徽的逻辑思想和数学理论体系
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这是刘徽认识到棊验法不能在数学上真正证

明多面体体积公式的逻辑基础。

选言推理有两个前提。第一个前提是含

有两个选言支的选言判断，第二个前提是某

一选言支的否定，那么其结论是另一选言支

的肯定。其推理形式是：或 p，或 q。今非 q，

故 p。刘徽在许多地方使用了选言推理。例

如在四则运算中，根据需要，可以先乘后除，

也可以先除后乘。刘徽在商功章负土术注中

指出：“乘除之或先后，意各有所在而同归耳。”

刘徽通常主张先乘后除，因为先除后乘，有

时会出现分数。这是一个选言推理，其形式为：

或先乘后除（p），或先除后乘（q）。

今非先除后乘（q），

故先乘后除（p）。

联言推理的前提是一个联言判断，其结

论是一个联言支。刘徽在羡除术注中用截面

积原理推导椭方锥（即长方锥）的体积时说：

“阳马之棊两邪，棊底方。当其方也，不问旁

角而割之，相半可知也。……角而割之者相

半之势。”这是一个分解式联言推理，其推理

形式是：

前提：对方锥平行于底的截面，用一平

面切割其对边的中点，则将其体积平分（p），

用一平面切割其对角，也将其体积平分（q）。

结论：用一平面切割其对角，将其体积

平分（q）。

由此证明了将半个椭方锥角而割之得到的大

鳖腝，其体积是椭方锥的一半，亦即与《九

章筭术》的鳖腝体积公式取同样的形式。

二难推理是将假言推理与选言推理结合起

来的一种推理，又称为假言选言推理。其大前

提是两个假言判断，小前提是选言判断。刘徽

证明《九章筭术》圆田又术S = 1

12
L
2

不准确时说：

六觚之周，其于圆径，三与一也。故六

觚之周自相乘幂，若圆径自乘者九方，九方凡

为十二觚者十有二，故曰十二而一，即十二觚

之幂也。今此令周自乘，非但若为圆径自乘者

九方而已。然则十二而一，所得又非十二觚之

类也。若欲以为圆幂，失之于多矣。

它有两个假言前提：一个是：若以圆内接正

六边形的周长作为圆周长自乘，其十二分之

一，是圆内接正十二边形的面积（p），小于

圆面积（r）；另一个是：若令圆周自乘，其

十二分之一（q），则大于圆面积（S）。还有

一个选言前提：或者以正六边形周长自乘，

十二而一，或者以圆周长自乘，十二而一（或

p 或 q）。结论是：或失之于少，或失之于多（或

r 或 S），都证明了《九章筭术》该公式不准确。

数学归纳法是演绎推理的一种。刘徽继

承的《九章筭术》的开方术，他创造的割圆

术和用无穷小分割方法证明刘徽原理的方法，

等等，都是递推方法。在后二者中更是无限

递推。无限递推是数学归纳法的核心。仅以

刘徽原理的证明中的递推方法说明数学归纳

法的雏形。

刘徽首先通过第一次分割证明了在整个

堑堵的
3

4
中阳马与鳖腝的体积之比为 2:1，而

在其
1

4中尚未知，这相当于在 n ＝ 1 时候，刘

徽原理在堑堵的
3

4
中成立。刘徽认为第一次分

割可以无限递推，“置余广、袤、高之数各半之，

则四分之三又可知也”。然后，刘徽说：“按

余数具而可知者有一、二分之别，即一、二

之为率定矣。其于理也岂虚矣。若为数而穷之，

置余广、袤、高之数各半之，则四分之三又

可知也。半之弥少，其余弥细。至细曰微，

微则无形。由是言之，安取余哉 ?”这相当于

设 n ＝ k 时，刘徽原理在堑堵的
1

4
k−1 ×

3

4中成立，

则刘徽原理在堑堵的
1

4
k
× 3
4 中成立。刘徽当然

无法严格地表达出数学归纳法，但是他说“数

而求穷之者，谓以情推，不用筹算”。“情推”

具备了数学归纳法的基本要素。

总之，刘徽在论证《九章筭术》和他自

己提出的公式、解法、原理时，主要使用了

演绎推理，并且，现代逻辑学教科书中的演

绎推理的几种最主要的形式，刘徽都使用了。

这不仅在数学著作中是空前的，就严谨和抽

象程度上，恐怕也是中国古代的最高水平。

数学证明

一般说来，推理形式的正确只能保证其

前提和结论之间的或然的或者必然的联系，

因此，推理形式的正确不能保证其前提正确，

也就不能保证其结论是正确的。只有当前提

是正确的时候，运用正确的推理形式，才能
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获得正确的结论。这就是论证。论证是由推

理组成的，推理是为论证服务的。像推理一

样，只有演绎论证才能得到必然性的正确结

论。由于数学具有严谨、精确、抽象的特点，

因此论证数学公式、定理、解法的正确性时，

只能采用演绎推理，并且前提应该是正确的，

这种过程通常称为数学证明。前面所举的例

子，由于其前提都是正确的，并且都是演绎

推理，因而都是数学证明。特别应该指出，

刘徽数学证明的依据都是已知其正确性的公

理或自己已经证明过的命题。

数学证明根据其思路的方向不同，或者

从予到求，或者从求到予，通常分为分析法

和综合法两种。刘徽的数学证明以综合法居

多，而对难度较大的命题，则往往采取综合

法和分析法相结合的方法。

综合法是根据已知条件，援引公理及已

经证明过的公式、解法，通过一系列推理，

最终引导到论题。刘徽对《九章筭术》圆面

积公式（1）的证明是一个典型的综合法证明。

再以刘徽对已知勾股差与弦求勾、股的公式

a =
1

2
2c

2 − (b − a)2 − (b − a)⎡
⎣

⎤
⎦,

b =
1

2
2c

2 − (b − a)2 + (b − a)⎡
⎣

⎤
⎦

的证明为例。刘徽说：

按图为位，弦幂适满万寸。倍之，减勾

股差幂，开方除之。其所得即高广并数。以差

减并而半之，即户广；加相多之数，即户高也。

其中有的推理，刘徽行文时省去了，将其补

足便是： 

c
2
= a

2
+ b

2
,

2c
2 − (b − a)2 = 2a2 + 2b2 − (b − a)2 = (a + b)2 ,

故

                    2c
2 − (b − a)2 = (a + b)，

而
a =

1

2
(a + b)− (b − a)[ ],

b =
1

2
(a + b)+ (b − a)[ ],

将（a ＋ b）代入即完成证明。

显然，这是一个由已知的勾股定理及题

设，逐步运用关系推理，以证明公式的综合法。

其中的“弦幂适满万寸”是不必要的，还保

留了归纳推理的某些痕迹。

分析法是从论题回溯论据的过程。对非

常复杂的证明，刘徽往往采取综合法和分析

法相结合的方式。比如关于《九章筭术》的

鳖腝与阳马体积公式（2），（3）的证明，刘

徽提出了刘徽原理（4）。他认为，为了证明

这两个公式，只要证明刘徽原理（4）就够了。

这是从论题回溯论据的分析法。为了证明刘

徽原理，刘徽首先对由阳马和鳖腝合成的堑

堵进行分割，证明在堑堵的
3

4
中，刘徽原理所

指出的阳马与鳖腝的体积之比为 2:1 成立。这

是综合法。接着，刘徽认为，如果能证明在

堑堵剩余的
1

4
中可以知道其体积的部分中阳马

与鳖腝的体积之比仍为 2:1，则就在整个堑堵

中证明了刘徽原理。这又是分析法。随后，

刘徽用无穷小分割方法和极限思想证明了这

一点。这又是综合法。这种分析法与综合法

相结合的方式对难度较大的复杂证明，常常

可以起到画龙点睛的作用，使整个证明思路

清晰，文字不冗长，不枯燥，又使读者容易

抓住证明过程的关键所在。                    

刘徽的数学理论体系

中国数学史界有一个耳熟能详的提法，

说《九章筭术》建立了中国古代的数学体系。

这种提法似是而非。说“数学体系”，应该

指数学理论体系。而一个理论体系，应该包

含概念，由这些概念联结起来的命题，以及

使用逻辑方法对这些命题的论证。对数学而

言，这种论证，必须主要使用演绎逻辑。《九

章筭术》只有概念和命题，没有留下逻辑论

证。前已指出，从刘徽注可以探知，《九章筭

术》时代实际上是存在着某些推导和论证的，

但是，这些推导和论证是以归纳逻辑为主的。

因此，我们认为，《九章筭术》没有建立中国

古代数学的理论体系，只是构筑了中国传统

数学的基本框架。在这个框架中，各章的方

法之间，甚至同一章不同方法之间，除了均

输术是衰分术的子术之外，几乎看不出它们

的逻辑关系。

刘徽以演绎逻辑为主要方法全面证明了

《九章筭术》的公式、解法，因此，到刘徽完

成《九章筭术注》，中国传统数学才形成了数
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学理论体系。逻辑方法的改变，必然导致一

个学科内部结构的相应改变。事实上，刘徽

的数学理论体系不是《九章筭术》数学框架

的简单继承和补充，也不仅是为这个框架注

入了血肉和灵魂，而且包括了对这个框架的

根本改造。

近代人们常把数学形象地画作一株大树，

通常是一株大栎树。树根上画着代数、平面

几何、三角、解析几何和无理数。在这些根

上长出强大的树干，即微积分。树干的顶端

发出许多大的枝条，并再分成较小的枝条，

即复变函数、实变函数、变分法、概率论等

等高等数学的各个分支。实际上，早在 1700

多年前，刘徽通过深入研究《九章筭术》，“观

阴阳之割裂，总算术之根源”，提出了数学之

树的思想：

事类相推，各有攸归，故枝条虽分而同

本知，发其一端而已。又所析理以辞，解体用图，

庶亦约而能周，通而不黩，览之者思过半矣。

刘徽的数学之树“发其一端”，“端”就是数

学之树的根。这个“端”是什么呢？刘徽说：

虽曰九数，其能穷纤入微，探测无方。

至于以法相传，亦犹规矩度量可得而共，非特

难为也。

规矩在这里指几何图形，即我们通常所说的

客观世界的空间形式；度量是度量衡，在这

里指客观世界的数量关系。因此，规矩、度

量可以看成刘徽数学之树的根，数学方法由

之产生出来。刘徽的话很形象地概括了中国

传统数学中数与形相结合，几何问题与算术、

代数问题相统一这个重要特点。根据刘徽的

《九章筭术注序》及其为九章写的注中形诸文

字者，我们大体可以将刘徽的数学之树的面

貌勾勒于下：

数学之树从规矩、度量这两条根生长出

来，统一于数，形成以率为纲纪的数学运算

这一本干。刘徽以《九章筭术》的长方形面

积公式、长方体体积公式（刘徽没有试图证明，

可视为定义）及他自己提出的率和正负数的

定义为前提，以今有术为都术，以比例问题、

盈不足问题、开方问题、方程问题、面积问

题、体积问题、勾股测望问题等作为主要枝条。

又分出经率术，其率术和返其率术，衰分术

和返衰术，重今有术，均输术，盈不足术和

两盈两不足术、盈适足不足适足术，多边形

面积，圆田术、圆周率和曲边形面积，刘徽

原理和多面体体积公式，截面积原理和圆体

体积公式，勾股术和解勾股形诸术，勾股容

方和勾股容圆术，一次测望问题和重差问题，

开方术和开立方术，正负术，方程术和损益术、

方程新术，不定方程等等方法作为更细的枝

条，形成了一株枝叶繁茂、硕果累累的大树，

形成了一个完整的数学体系。如图 12 所示。

在这个体系中，刘徽尽管也使用类比和

归纳逻辑，但主要地是使用演绎逻辑，从而

将数学知识建立在必然性的基础之上。

在这个体系中，齐同原理、出入相补原理、

极限思想和无穷小分割方法及截面积原理是

刘徽所使用的主要原理。齐同原理用于计算

问题，出入相补原理用于解决多边形和多面

体体积，极限思想、无穷小分割方法和截面

积原理用于解决曲边形面积、多面体体积和

圆体体积。

这个体系“约而能周，通而不黩”，全面

反映了当时中国人所掌握的数学知识，略知

图 12 刘徽的数学之树
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《九章筭术》的人即可看出九章的分布。在这

里，数学概念和各个公式、解法不再是简单

的堆砌，而是以演绎推理和数学证明为纽带，

按照数学内部的实际联系和转化关系，形成

了有机的知识体系。而刘徽数学理论体系与

《九章筭术》框架的结构有着根本的不同，因

此，它不是《九章筭术》框架的添补，而是对《九

章筭术》的改造。

需要指出的是，说刘徽对《九章筭术》

框架的改造，不是说在形式上，而是在实际上，

在刘徽的头脑中。在形式上，刘徽没有改变《九

章筭术》的术文和题目的顺序。在这种情况

下，刘徽《九章筭术注》中没有任何循环推理，

说明刘徽逻辑水平之高超。在文献注疏中以

互训为重要方法的中国古代，这更是难能可

贵的。可以说，刘徽的《九章筭术注》在内

容上是革命的，而在形式上是保守的。然而，

正是这种保守的形式，而不是撰著一部自成

系统的高深著作，使刘徽的数学创造避免了

《缀术》的厄运。

结论

通过上面的分析，我们可以得出以下几

个结论：首先，刘徽是中国古代最伟大的数

学家。祖冲之的数学水平不会低于刘徽，但

《缀术》已不存，残存的几项成就都是刘徽为

其奠定基础。宋元数学高潮的代表人物贾宪、

李冶、秦九韶、朱世杰等，他们在高次方程

数值解法和多元高次方程组解法等方面，水

平当然超过刘徽，在其创造性上与刘徽也不

分轩轾。但他们对极限思想和无穷小分割方

法却一无所知，在演绎逻辑和数学证明上更

是远逊于刘徽。考虑到刘徽比他们早七八百

年至千年左右，因此刘徽是中国古代当之无

愧的最伟大的数学家。

其次，刘徽《九章筭术注》奠定了中国

传统数学的理论基础，建立了中国传统数学

的理论体系。近年有“《九章筭术》与刘徽

的数学体系”的提法。笔者认为这似是而非。

刘徽《九章筭术注》无论从数学的研究方向，

还是理论高度、逻辑方法，都与《九章筭术》

时代有明显的不同，它的体系与《九章筭术》

的框架根本不同，在数学上应该属于另一个

阶段。

第三，以刘徽《九章筭术注》为代表的

魏晋南北朝也是中国传统数学的一个高潮。

学术界常有宋元是中国传统数学的高潮的说

法。实际上，这是一个筹算高潮。笔者认为，

中国传统数学的繁荣时期产生过三个高潮：

第一个发生在春秋战国秦汉，是以《九章筭术》

为代表的数学框架的确立；第二个发生在魏

晋南北朝，是以刘徽《九章筭术注》（或许还

有祖冲之）为代表的数学理论的奠基；第三

个发生在唐中叶至元中叶，是筹算高潮。
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