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数学趣谈

是非成败转头空  异或运算的应用

万精油

上期趣味数学专栏的题目是棋盘定位。为方便解答，我们把上期题目再列一遍。

上期题目：

棋盘定位：教授把你叫到他的办公室，给你一个国际象棋棋盘（8×8方格），棋

盘上有些格子里有棋子，有些格子里没有棋子。棋子都是翻过来的，也就是说每

个棋子都一样。教授在棋盘上随便指了一格。你现在需要做下面两件事中的一个：

1.  选一个有棋子的格子，把棋子从格子中拿走。

      或者

2.  选一个没有棋子的格子，放一个棋子到格子中。

教授再把你的朋友叫进来，把你改变过的棋盘给他看。他的任务是从棋盘中看出

教授所指的那个格子。

注意，棋盘的初始状态是随机的，教授所指的格子也是随机的。两个动作你只能

选一样来做。你可以事先与你的朋友商量好一套利用棋盘上的棋子位置的信息传

递系统，使得你的朋友总可以确定教授所指的格子。

解答：将棋盘上的位置按 0, 1,⋯, 63 标号。对任何一个格局 A，设 F(A) ＝ x1^x2^⋯^xk，

其中 x1,⋯xk 为其位置上有棋子的点的标号。符号 ^ 为对应于每一个比特的异或运算。对于

教授指定的任何一点 p，只要变动 F(A)^p 位置上的棋盘即可。如果该点没有子则加子，有

子则把它拿掉。
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你的朋友看到格局 B 时，只需算出 F(B), F(B) 所对应的点即为教授所指定的点 p。

对于熟悉异或运算的人来说，这个解法一目了然，非常漂亮。对于不熟悉异或运算的

人来说，可能看不懂。我们现在就来介绍一下这个异或运算。

异或运算是一个逻辑运算。当两个输入量不同时，输出 1，反之输出 0。这个运算英

文叫 ExclusiveOR，计算机语言里常用 XOR 表示对每一个比特的异或运算。比如，12 与 9，

表示成 2 进制就是 1100, 1001，12^9 ＝ 1100^1001 ＝ 0101 ＝ 5。显然，在有多个数做异或

运算时，运算结果由每一个比特上的 1 的奇偶性决定。奇数个 1 结果就是 1，偶数个 1 结

果就是 0。

异或运算表

输 入 输

出
A B

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

考虑一下模2的加法运算。0＋0＝0; 0＋1＝1; 1＋0＝1; 1＋1≡0(mod2)。可以看出，

异或运算与模 2 的加法等价。它满足交换律、结合律。

从这个模 2 等价可以得出异或运算的一个重要性能，我把它称为还原功能。具体说起

来就是，对任意 x, y : x^(x^y)＝ y。因为任何比特自己与自己相加总是偶数，模 2就是 0。所以，

别的数不受影响。

当 y 与 x 进行异或运算后，表面上看起来，y 的信息消失了。但是，如果我们把这个

结果再与 x 进行异或运算，消失的 y 又出现了。

有了这个还原性，我们可以来解释一下本文的标题。第一次运算，是是非非都成了 0（是

与是，非与非都变成了 0），正好对应了“是非成败转头空”。第二次运算，“转头空”的东

西又出现了，正好对应那句诗的后一句，“青山依旧在”。

有了这些准备工作，我们可以来解释前面的解答了。

假设原来的棋盘格局是 A，教授指定点 p，我们变动的是 F(A)^p 点，其中 F(A) 是对

A 中所有有棋子的点的标号做的连续异或运算。F(A) ＝ x1^x2^⋯^xk，其中 x1,⋯xk 为其位置

上有棋子的点的标号。

如果 F(A)^p 点没有棋子，我们在那里加一个子。设变动后的格局为 B。格局 B 就是

格局 A 加上 F(A)^p，所以，

F(B) ＝ x1^x2^⋯^xk^(F(A)^p) ＝ F(A)^(F(A)^p)。利用异或运算的还原性，两个 F(A) 消

掉了，结果正好是教授指定的点 p。

如果 F(A)^p 点有棋子，设该点为 xi, 我们把 xi 点的棋子去掉，相当于对 xi 异或运算两

次（两次就把该点化为 0）。所以，

F(B) ＝ x1^x2^⋯xi-1^xi+1...^xk ＝ x1^x2^⋯xi-1^xi+1⋯^xk^(xi^xi）＝ x1^x2^⋯xi-1^ xi^xi+1⋯^xk^xi

＝ F(A)^xi ＝ F(A)^(F(A)^p)，结果还是教授指定的点 p。

前面的解释或许太抽象，不好懂。我们来看一个具体例子：

假设棋盘是 4×4 的大小。初始格局如下图（有圆圈的格子表示有棋子）。
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   初始的格局 A

我们把棋盘从左到右，从上到下标为 0, 1, 2, ⋯, 15。有棋子的点的标号是 1, 6, 8, 12。

在 2 进制下用比特表示这些数就是 0001, 0110, 1000, 1100。对这些标号做异或运算，我们有：

F(A) ＝ 0001^0110^1000^1100 ＝ 0011（只需数每个比特上的 1 是奇数还是偶数）；假设教

授指定的点是 p（图中有 p 的点），这点的标号是 9，那么我们有：F(A)^9 ＝ 0011^1001 ＝

1010。这是标号为 10 的点（图中有 x 的点）。根据我们的解答方法，由于这个点没有棋子，

我们要在这个点加一个棋子。加完后我门得到格局 B 如下图

 

p

变换后的格局 B

你的朋友进来后看到格局B，对格局B做异或运算 F(B)＝ 0001̂ 0110̂ 1000̂ 1010̂ 1100＝ 1001，

这是标号为 9 的点，正好是教授指定的点。解答完毕。

简单的异或运算漂亮地解决了这个初看起来似乎不可能的题目，异或运算大显神通。

这个题目实际上可以推广到大小为 2
N
×2

N 的任意棋盘。其证明不难。稍难一点的是

证明只有这种大小的棋盘才可行。不是 2
N
×2

N 大小的棋盘就没有解。这个证明留给读者做

练习。

我们再回头来说异或运算。

学计算机编程语言的人基本上都会遇到一个经典题目，要求不用第三个变量，把两个

变量的值互换。显然，如果用第三个变量，很容易互换两个变量的值。比如我们要把 X 与

Y 互换，只需引入一个临时变量 Z。Z ＝ X; X ＝ Y; Y ＝ Z ；X 与 Y 的值就互换了。如果没

有第三个变量，一个变量赋予了一个值，那么它原来的值就丢失了，不能再传给另一个变

量。初看起来这是一个几乎不可能完成的任务。这个时候异或运算的还原性就派上了用场。

X ＝ X^Y; Y ＝ Y^X; X ＝ Y^X。X 与 Y 巧妙的得到了互换。

说到不用第三个变量互换两个变量的值，想起一道小学时候的趣味题目。说是两个人

在路上相遇，他们想交换各自大布袋里的货物（比如一个装的是小米，一个装的是大米），

但又想把自己的袋子带回家。没有第三个袋子来倒腾，路面很脏，也不可能倒在路上。问

他们怎样完成这个任务。（注：假设布袋很大，货物不到一半）。
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这个题比较有趣，但与异或运算没有太大关系。我们还是回头来说异或运算。

异或运算的引入当然不是为了来解决这些趣味题目。它在逻辑、数字电路、计算机里

有很广泛的应用。数字电路里的异或门就是异或运算的直接对应。若两个输入的电平相异，

则输出为高电平（1）；若两个输入的电平相同，则输出为低电平（0）。

异或运算还可以应用在密码、储存、校码等等诸多方面。其基本原理都是依赖于前面

提到的还原功能。

利用异或运算的简单密码：一个信息 X，与钥匙码 K 做异或运算后得 Y，传给另一方。

另一方再用钥匙码 K 对 Y 做异或运算，恢复 X。

比如 X 为字符串 math，钥匙码为 12，Y ＝ math^12 ＝ amxd, 另一方得到字符串 amxd 后，

与钥匙码 12 异或，amxd^12 ＝ (math^12)^12 ＝ math。原来的字符串得到恢复。不同的钥

匙码会对原始码进行不同的加密。当然，这种加密法实在是太过于简单，很容易破。我们

这里只是展现它的一个功能。

异或运算在储存与校码上的应用就比较实际了。假设有码 A，B 需要传递。我们传递 A, 

B 的同时也传递 A^B。对方收到 A, B 后可以用 A^B 来验证。用这种方法来做储存，如果其

中任意一个有损坏，都可通过其它两个来恢复。A^(A^B) ＝ B, B^(A^B) ＝ A。

异或运算还有很多其它应用，我们不可能全部介绍完，有兴趣的读者可以自己去找相

关资料来看。

本期趣味题目：

本期题目是被公认为最有趣的含数学原理的一个扑克牌游戏。

扑克传信：一副牌 52张，没有大小王。一个观众从中随机抽出五张。你从其中

选出一张藏起来，把剩下的四张放在桌上，让你的朋友根据桌上这四张牌的面值

及顺序来推出藏起来的那张牌是什么。也就是说请你和你的朋友设计一套信号

系统，使得不管抽出的是哪五张牌，你都可以用其中的四张牌来表示另一张牌。

注意，你的朋友可以利用的信息只能是四张牌的面值与顺序。诸如把某张牌翻过

来或是放斜一点，高一点，角上折一下之类的旁门左道都不能用。

上面的题做出来以后，请再考虑一下更进一步的情况——不是一副牌，而是一

副麻将。筒、条、万各 36张，中、发、白各四张，再加上春、夏、秋、冬，总

共 124张牌。能不能设计一套信号系统，使得不管抽出的是哪五张牌，你都可以

用其中的四张牌来表示另一张牌？注：我们假设每张牌都是不同的。比如四个

八万，应该可以像春夏秋冬一样区分。八万春，八万夏，八万秋，八万冬，诸如

此类。也就是说我们有 124张不同的牌。

表达式 符号 功能表 继电器逻辑


