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回溯至 20世纪七八十年代，数学家所从事的动力系统领域，是由计算能

力不断增强的计算机绘制他们所研究对象的图像而构成。这些图像使他们大吃

一惊：类分形结构的美和复杂性竟可以与大自然本身相媲美。分形图像的绘制

主要是利用了曼德博集合，曼德博集合即使在动力系统领域外也为世人所知晓。

这篇文章将详细阐述曼德博集合的来龙去脉并探究它无限的复杂性。

迭代

曼德博集合是由所谓的迭代生成，这也意味着一再地重复反馈过程。在数

学中，迭代常常被用来做函数的迭代。对曼德博集合而言，参与迭代的函数

是一些想象中最简单的函数：它们被称作二次多项式并具有形式 f(x) = x2 + c，

其中 c为常数。接下来，我们会具体地探讨有关 c的取值问题。

为了开始迭代 x2 + c，我们须先选定一个初始值，并将该初始值记作 x0。

将初始值 x0代入函数 x2 + c，这样便得到一个新的数

 x1 = x2
0

 + c

现在，我们对前一次所得结果施行相同的运算步骤，得到一系列新的数，即

x2 = x2
1

 + c

x3 = x2
2

 + c

x4 = x2
3

 + c

如此等等。由该迭代生成的数 x0, x1, x2,⋯拥有一个名字：x0在 x2 + c迭代下的轨

揭开曼德博集合的神秘面纱 
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道（orbit）。

迭代函数的理论来源于现实生活中的问题，建立动物种群数量增加的数学

模型就是其中的一个例子。一个繁殖周期后，动物种群的数量依赖于它当前的

数量，因此我们可以凭借函数 f(x)来建立种群数量增长的数学模型，其中 x表

示当前的动物种群数量，f(x)则给出一个繁殖周期后种群的数量。若要得到若

干个繁殖周期后的种群数量，我们则需要对函数 f(x)进行迭代。种群数量增长

标准模型中用到的是二次多项式函数，巧合的是，这与我们将在此处考虑数量

的函数极其类似，这也是他们利用二次函数来研究种群数量增长的最初动机。

这将导致了数学领域的一个重要问题：典型轨道本质上是什么样子？它们

是收敛的还是发散的？它们的轨道是环形的还是无规则的？曼德博集合正是回

答这一问题的几何版本。

我们来考虑一些例子，其中令 c = 1，且选择 0作为初始值，那么此时的轨道为

x0 = 0

x1 = 02 + 1 = 1

x2 = 12 + 1 = 2

x3 = 22 + 1 = 5

x4 = 52 + 1 = 26

x5 =262 + 1 = 大数字                        

x6 = 更大的数字                               

x7 = 真正地大数字，               

我们看到轨道中的值越来越大——轨道趋向于无穷远处。

我们再来看另外的一个例子，此时令 c = 0，初始值仍然为 0，然而如下，

轨道明显不同了，迭代后仍固定于一点 0 

x0 = 0

x1 = 02 + 0 = 0

x2 = 02 + 0 = 0

x3 = 02 + 0 = 0.

如果我们令 c = —1，发生了这样的事：初始值为 0时，轨道却为

x0 = 0

x1 = 02 — 1 = —1

x2 = (—1)2 — 1 = 0

x3 = 02 — 1 = —1

x4 = (—1)2 — 1 = 0.

此时我们可以看到，迭代值在 0和 —1之间振荡，这是一条周期为 2的轨道。
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为了理解轨道的性质，我们经常采用一种最简单的方式，即几何绘图：绘

制轨道的时间序列图为研究轨道的性质提供了大量的信息。以下四幅图中，我

们依次展示了 x2 + c在 c = —1.1, —1.3, —1.38以及 c = —1.9时的时间序列图。

在每一幅图中，我们计算了以 0为初始值的轨道点值，并用直线段将点值连接

起来。我们可以看到，轨道的性质随着 c的变化而变化：c = —1.1时，轨道的

周期趋近于 2； c = —1.3时，轨道的周期趋近于 4；c = —1.38时，轨道的周期

趋近于 8；c = —1.9时，轨道的周期并无显著模式可循。数学家则运用“混沌”

图 1：函数 x2 —1.1以 0为初始值的迭代轨道，它的周期趋近于 2

图 2：函数 x2 —1.3以 0为初始值的迭代轨道，它的周期趋近于 4

图 3：函数 x2 —1.38 以 0为初始值的迭代轨道，它的周期趋近于 8


