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在厦门大学德旺图书馆内，柔和的室内灯光静静流淌，

聚焦于一件庞大而精密的几何艺术品。它矗立在光洁如镜的

地面上，倒影清晰可见，仿佛另一个维度的入口。这件由成

千上万根红、黄、蓝等彩色杆件与白色节点球构筑而成的球体，

结构复杂而和谐，散发着一种独特的数学魅力。这凝聚了师

生与数感星球团队人员智慧与汗水的杰作，绝非普通的积木

游戏，而是使用名为 Zometool 的独特构建工具完成。眼前

这个令人惊叹的模型，也并非随意搭建，它是四维空间中一

个拥有极致 H4 对称性的均匀多胞体——Cantitruncated 600-
cell——在三维空间中的精确数学投影。为了让它更亲切些，

我们可以形象地称它为我们熟悉的足球在四维空间中的一个

“表亲”——一个“四维足球”的影子。这个模型不仅是一件

视觉震撼的艺术品，更是一扇通往高维几何学的奇妙大门，

它让我们得以用指尖“触摸”那遥远维度中蕴藏的、令人叹

为观止的数学对称之美。那么，这个迷人的“四维足球”究

竟是什么？我们又是如何在厦大，借助 Zometool 一步步将它

的三维“倩影”捕捉并呈现出来的呢？

从绿茵场到数学殿堂 ：三维足球与 H3 对称

在探索四维的奥秘之前，让我们先回到熟悉的绿茵场，

看看脚下的足球。现代足球通常由 12 块正五边形和 20 块正

六边形的皮革拼接而成。

盘先桐

触摸四维对称之美：用 Zometool 再现“四维足球”
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这个形状酷似饱满的 C60 富勒烯分子。在几何学上，它被称为截角二十面

体 （Truncated Icosahedron），属于阿基米德多面体（三维均匀多面体）的一种。

虽然它不是最“规则”的正多面体（柏拉图立体），却拥有极高的对称性。

想象一下，你拿起一个足球仔细端详 ：

  你可以找到穿过相对的两个六边形面心的轴，绕其旋转特定角度（120°
或 240°），足球看起来和原来一样。

  你也可以找到穿过相对的两个五边形面心的轴，绕其旋转特定角度

（72°的倍数），足球也能复原。

  甚至还有穿过相对的两条棱（两个六边形公共边）的中点的轴，旋转

180°后，足球依然不变。

将所有这些旋转操作（包括不转动这个“恒等操作”）集合起来，就构成

了包含 60 个元素的旋转二十面体群。如果再算上镜面反射这样的对称操作，

总的对称操作数量会达到 120 个！这个完整的对称性集合，数学家们称之为

二十面体对称群 （Icosahedral Symmetry Group），并用符号 H3 来表示。在三

维空间中，H3 对称性是拥有多面体对称性的有限点群里，阶数最高、结构最

丰富的对称类型之一。最“规则”的正十二面体和正二十面体这两种柏拉图立

体，都拥有完全相同的 H3 对称性。

足球的形状是如何产生的呢？它源于对正二十面体（一个由 20 个正三角

形构成的柏拉图立体）进行“截角 （Truncation）”操作 ：想象在正二十面体的

12 个顶点处，各“切掉”一小块。原本的 20 个正三角形面被削成了正六边形，

同时在每个被切掉的顶点处，露出了 12 个新的正五边形面。如果切割得恰到

好处，使得所有棱长都相等，就得到了截角二十面体——我们的足球 。正是

由 Zometool 搭建的五种正多面体
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这种源于截角操作的特定几何形状，及其蕴含的高度 H3 对称性，赋予了足球

均衡滚动的物理特性以及和谐悦目的外观。

Zometool 登场 ：连接数学与现实的桥梁

想要亲手搭建出像截角二十面体这样具有精确角度和特定比例的几何模

型，普通的积木往往显得力不从心。这时，源于拜尔（Steve Baer）的 Zome 概念，

后由 佩莱蒂尔（Marc Pelletier）和希尔德布兰特（Paul Hildebrandt） 等人精

心设计并完善核心节点球（1992 年）的 Zometool 系统，便展现出其无与伦比

的优势。后来数感星球公司将其引入中国。

神奇的节点球 ：

Zometool 的灵魂在于其布满精密孔洞的

白色小球。这些孔洞并非随意排布，总共 62
个孔洞的朝向，精确地对应着与 H3 对称性密

切相关的特定空间向量方向（这些方向分别

源自正二十面体的顶点、面的中心、棱的中

点）。孔洞主要分为三种类型：30 个矩形孔（适

配蓝色杆件，代表棱中点方向）、20 个三角形

孔（适配黄色杆件，代表顶点方向）、12 个五

边形孔（适配红色杆件，代表面心方向）。

这种精巧的设计使得 Zometool “天生”

就适合构建所有具备 H3 对称性（或其子对称

性）的几何结构。

截角的过程




