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文化，似乎是一个很复杂的范畴，

人们很难用简单的话对它进行扼要的

概括，它的内容也许可以有很多的方

面，如哲学的方面、美学的方面等等。

本文由于是论述数学的文化，因此，

论述侧重在哲学方面，即知识与逻辑

演绎的方面。

一、数学文化的初级阶段。人类

社会形成之初就有了最原始的文化形

态。在这个阶段，人的思维是简单的，

不懂什么是理性的推演和逻辑演绎，

他们的语言只是周围事物的简单反映，

比如在数量上他们只懂得反映事物的

多寡与大小的几个自然数（这也是数

学的发端）。提到数学文化的初级阶段

我们需要总结下列几点：

 1、自然数系的发现。人们发现

可以通过少量几个符号的不同排列组

合去表示出所有的自然数，这就是进

位计数法。例如我们现在用的 0, 1, 2, 
…, 9 等十个符号，用它们不同的排列

组合去表示任何位数的自然数，这就

是十进位记数法。然后我们又发现自

然数的自然演算——加法与乘法，这

样我们就得到了人类第一个无穷数

系——自然数系。

2、有理数系的建立。人们为了表

现事物的局部，就将自然数自然的推

广到分数与小数以及它们的四则运算，

这就是人们所称的有理数系。在应用

上，人们可以用有理数系去表示任何

物体的大小与多寡。

3、坐标方法的发现。人们后来发

现，可以用两个有序的数去表示平面

上的一个点，可以用三个有序的数去

表示三维立体空间上的一个点。根据

这样的原理，我们就可以将一条无限

长的直线用一个二元一次方程式来表

示，将一个无限扩展的平面，用一个

三元一次方程式来表示。这样我们就

可以用解析的方法去研究直线和平面，

或者说我们将几何形体的研究归入到

了解析的或数的范畴。

4、人们从二元一次的直线方程式

中发现了匀速直线运动方程式，这时

候，一个量是时间，另一个量是物体

行径的距离。人们由此进一步发现了

两个量之间的正比关系，也就是 Δy/
Δx =k，这里 x,y 是指两个不同物体

的量，Δ 是指它们的增量，k 是一个

常数。若将上述增量成正比的关系展

开，就成了一个二元一次方程式。因

此增量成正比的量的关系也称为线性

关系。这个线性关系虽然是最简单的

关系，但下面就能够发现这也是世界

万物最普遍的变化关系，是微积分原

理的基础。

二、变量数学的兴起。人类文明

进化到了中世纪就已不能满足这初级

形态的文化，在前一时期，任何数都

不过是孤立、静态量的一种表述。然

而到了中世纪，人们就需要了解事物

的各种各样的运动和变化形态，并给

予精确的描述和演算。如人们需要了

解地球及各种行星的运动，以及地球

上万物的运动变化关系等，这就需要

把事物的量从孤立、静止的形态转化

成变化的形态。这就要求数学的文化

从初级形态深化到变量数学的高级形

态。于是，我们就将静态的数的研究

与表述转化成为动态的变量与函数的

研究表述。这就使人类文明进入到新

的时代，在这个时代面前，高高耸立

着“微积分”这三个大字。微积分是

人类两种文明的界石，是人类现代工

业与物质文明的先导。它不是造物主

的自然赐予，而是人类理性主义智慧

的产物。因此，微积分是人类文明史

上的一株奇葩。

然而，要将静态数学上升为动态

的变量数学却谈何容易。首先，造物

主并没有给出变量数学的理想平台，

造物主所赐予的只是人类在感觉误差

以内的数学的应用平台，即前面所说

的自然数系及其推广的有理数系。然

而，这个有理数系可以描述任何人的

感官所及的物体，它决不是一个可资

逻辑演绎的理想平台。有理数系虽然

可以表示万物无处不在，但它却缺少

理想的“致密性”。简单地说，我们若

将所有的有理数都映射到一条无限长

的直线上（数轴），就会产生许多不能

用有理数来表述的空隙，比如，纪元

500 年以前古希腊人已经发现了单位

长的正方形的对角线，其长度不能用

数（有理数）来表示，人们后来把这

样的长度称为无理数。以后有人证明

这样的无理数何止千千万万！它们占

满了整个数轴的长度，而只留给有理

数为 0 尺度的地盘。显然，这样残缺

微积分
     ——人类文明史上的一株奇葩
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不全的有理数系是完全不理想的，是

不能满足理性主义思维需求的，这样

建造一个变量数学所谓理想平台的任

务就完全落在了人类自己的头上。这

个理想数域平台就是实数域。它们在

19 世纪下半叶由德国数学家康托、戴

德金等人用严谨的逻辑演绎加以完成

了。这个实数域就是与一条无限长的

数轴同构的有致密性的理想数域。基

于这一实数论域 ，严格的变量与函数

的论述就变得畅行无阻。

三、微积分学应运而生。在滚滚

的历史潮流推动下和几代千百个代表

人物的努力下，作为新一代的文化——

变量数学的主体微积分学终于脱颖而

出了。我们说它是应运而生的，因为

它是时代和历史的产物，是千千万万

人共同努力的结果。首先伴随它出现

的是极限理论。学习微积分的人们都

可发现微积分的任何一个新概念，都

是以极限来定义的，由此可见极限是

连接旧与新的两种文化的桥梁，是微

积分的前奏，是从有理数到实数域平

台的一种必要的转化。其次是初等函

数系的形成。变量数学的任务是要描

述并演算客观世界中千千万万的运动

变化关系。然而，要用文字来完全表

示出这无数个运动变化关系是不可能

的。因此，必须从它们中间抽象出若

干最常见的变化关系作为主干，并由

它们的各种组合去表现出众多的常见

的变化关系，这就是我们常说的初等

函数系。初等函数的出现是人类文化

史上最伟大成就之一。它主要分成为

三类：①日常加减乘除四则运算为主

的多项式及多种有理函数类；②与人

口增长及物质的衰变为主要背景的指

数函数类及它们的反函数、对数函数

类；③以三角形边角计算以及力学中

简谐振动为主要背景的正余弦函数为

主体的三角函数类，以及它们的反函

数（反三角函数类），这是一种周期的、

有阶的特殊函数类。上述函数由于它

们的变化演算不在四则运算之列，因

此它们又称超越函数类（除有理函数）。

因为这些新规则划界的初等函数，其

主体都是超越函数，函数值都不属于

四则运算，那么它们又将如何运算？

如等于什么等等。这个函数值的计算

问题没有解决，这类函数在现实应用

中是毫无价值的。因为人们只会进行

四则演算，因此他们只会计算在有理

数域上的多项式函数，而在微积分里

我们专门有一章讨论了如何在每一个

光滑超越函数的局部来进行多项式的

逼近。它们因自变量的区间与逼近多

项式的次数，可以逼近准确到任何程

度，这就是 Tayor 公式，完全解决了

超越函数值的计算问题。今天我们有

了非常详尽的三角函数表、对数表、…，

就是这么产生的。

除此而外，我们还可以将任何一

个无限光滑的超越函数，在它整个的

定义域上用一个无穷多次的多项式来

表示，即所谓幂级数理论。这就有点
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像将任何一个实数表示成为具有无限

位数的小数。其实质是将一定的超越

函数用一个无限次演算的有理函数来

表示，也是一种多项式的逼近。这本

身就说明了两种文化的联系。

四、神妙的微分和积分。作为变

量数学主体的微积分学，它是对周围

世界千变万化的函数引进了两种新的

运算——微分与积分。变量数学，要

应用函数去描述并演算客观世界的各

种物质运动与变化，但早期人们只懂

得事物之间的正比变化关系，那么如

何将这两者联系起来，我们还是以物

质的运动为例来说明。起初，人们只

懂得物体运动的距离与时间成正比，

这里若把时间看成是变量，那它就是

匀速的直线运动方程。然而，我们面

临的是一个变速运动，那么如何去计

算在时间 T 内所经过的距离呢？一个

朴素的思想是我们将整个时间 T 分割

成许多小段，在每一个小段里我们把

运动视为是匀速的。于是，可以按照

匀速运动的公式去计算它们的距离，

然后把它们叠加，就得到了整段时间

内的运动距离。然而这样做，第一有

很大的累积误差，第二是步骤繁杂，

因此难以实行。然而，微积分学里的

微分就是根据这个朴素思想来实现的。

微积分学把整个 T 时间上的区间分割

成每一个时刻的局部领域，它们是如

此的微小，因此在这个局部可以看成

是匀速运动，它的运动方程 dy/dt=k，
其中 t 是时间变量，y 是距离变量。在

微积分学里我们把这个比例常数 k 称

为距离变量 y 在 t 时刻的导数，而上

述方程也成为 y 在 t 时刻的微分，这

里的增量符号 d 本应写成为常规符号

Δ，因这是微分的专用符号，故写成 d。
由于这时运动已转化成为匀速直线运

动，于是我们可以按照匀速直线运动

公式来计算出在这段时间区间内行经

的距离。最后，我们再把所有这些在

各个时刻点的领域所计算出来的距离

叠加起来，就得出在整段时间 T 内变

速运动所走过的距离。这就是将在整

体时间 T 上的变速运动转化成为许多

局部上可计算的匀速运动的叠加，这

就是微积分学中局部化的思想。在上

述过程中，我们还需要指出的是：可

以将时刻变量 t 转变为一般的自变量

x。因此，我们可以将微分学原理用到

一切非均匀的物质变化之中。例如我

们最常见的平面上曲边梯形的面积计

算，或在一般曲面包围下的空间体积

的计算等等。这种将微小的直线形体

叠加起来的方法就是微积学中的定积

分。然而，这种计算若采用朴素的方

法去实现，不但步骤繁琐，而且累积

误差很大，是不可实行的。但在微积

分学的理论中我们用严密的极限理论

的论述，将这些缺点完全克服了，这

里限于篇幅就不加以赘述了。 
下面再谈谈函数在一定区间上的

积分。这个积分就是上文所说的函数

在各点领域中微分的叠加。从积分的

朴素观点来看，它是一个很复杂的量，

然而，我们应用极限的理论将它极大

的规则化和精确化。由于积分区间是

有上下限的，因此，它的值也随着它

的上限（或下限）而变，故它也是积

分上限的函数，这个函数我们平常就

称为不定积分。由于不定积分的计算

就是函数中变动上限的定积分计算。

至此，微积分学已经赋予了从函数到

函数的两种全新运算——微分与积分。

它们本质上是两类新函数，即导函数

与不定积分的演算。这两种演算都是

通过极限理论来加以严密化与规则化

的。这是微积分学所赋予函数类的两

种神妙的演算，它们完全不同于实数

的四则运算。这两种演算的建立与完

善可以说是微积分学屹立迄今的基础。

因为微积分学若只有漂亮的理论而没

有简便精确可行的演算，那就等于是

“纸上谈兵”，是完全没有用的。微积

分学至今天，所以能够应用到理工科

及多种学科，并且成为物质文明的先
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导，完全依靠了这两种演算的可行性。

现在来简单谈谈这两种演算。首

先是导函数（又称为函数在各点上的

变化率）的寻求。乘方函数 y = xk（k

为自然数）的导数，只需应用二项式

和极限立即就能求得。至于多类超越

函数的导数，则需依靠两类特殊的极

限公式（即超越数 e 和 sin x
x ，当 x → 0

时的极限）推导而得。与此同时，我

们又推导出了一个函数在多种演算组

合下的求导公式。这样我们就完全解

决了函数寻求导函数的问题。至于积

分的演算，按照原意，它是一项很复

杂的极限，是不能演算的。然而根据

牛顿 - 莱布尼茨公式，函数的不定积

分和导函数互为逆运算。因此，求函

数不定积分的演算变成为对它的原函

数的寻求，从而，事情就变得相当简单。

而牛顿 - 莱布尼茨公式也就被称为微

积分的基本定律。至于函数被表述成

为幂级数函数的形式，则它的求导与

积分就成了简单的逐项求导与积分的

问题。至此我们已完全说明了这神妙

的微分与积分问题。由于微分和积分

的重要性和简便性，现已被应用到科

学和一切工程领域，成为当今物质文

明的支柱。读者如对这方面的内容有

兴趣可参阅参考（1）（2）（3）等著作。


