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 0.1   开篇

数学爱好者们汇集在网络论坛上的一大乐事就是对各类和数学相关的事物评头论

足、论资排辈。如果要评选历史上最伟大的数学家，就会有一大堆的粉丝围绕高斯、黎曼、

牛顿、欧拉、阿基米德等一流人物展开口水战 ；如果要讨论最奇妙的数学常数，e, π,  ϕ 
＝ 5 −1

2
肯定在候选队列中 ；如果要推举最美丽的数学公式，欧拉公式

eiπ  + 1 ＝ 0 
与和式
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常常被数学爱好者们提及 ；如果有人追问最神奇的数学函数是什么？这个问题自然又

会变得极具争议，而我相信如下这个长相有点奇特的伽玛函数

Γ(x) = t x−1e− t
0

∞

∫ dt

一定会出现在候选队列中。

伽玛函数不是初等函数，而是用积分形式定义的超越函数，怎么看都让人觉得不

如初等函数自然亲切。然而伽玛函数也被称为阶乘函数，高等数学会告诉我们一个基

本结论 ：伽玛函数是阶乘的推广。通过分部积分的方法，容易证明这个函数具有如下

的递归性质

Γ(x +1) = xΓ(x)

由此可以推导出，对于任意的自然数 n

Γ(n) = (n −1)!.

神 奇 的 伽 玛 函 数

靳志辉
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由于伽玛函数在整个实数轴上都有定义，于是可以看做阶乘概念在实数集上的延拓。

如果我们继续再学习一些数学，就会惊奇地发现这个具有神秘气质的伽玛函数真

是才华横溢。她栖身于现代数学的各个分支，在微积分、概率论、偏微分方程、组合数学，

甚至是看起来八竿子打不着的数论当中，都起着重要的作用，并且这个函数绝非数学

家们凭空臆想的一个抽象玩具，它具有极高的实用价值，频繁现身于现代科学尤其是

物理学之中。

笔者对数学的涉猎很有限，主要是从概率统计中频繁地接触和学习这个函数，不

过这个函数多年来一直都让笔者心存疑惑 ：

1. 都说 n! 和伽玛函数是近亲，可是从相貌上这两个数学公式都差了十万八千里，

历史上数学家们是如何找到这个奇特的函数的？

2. 现代数学对伽玛函数的定义使它满足 Γ(n) ＝ (n － 1)!，既然号称是 n! 的推广，为

何定义伽玛函数的时候不让它满足 Γ(n)  ＝ n! ？这看起来不是更加舒服自然吗？

3. 伽玛函数是唯一满足阶乘特性的推广函数吗？

4. 伽玛函数在各种概率分布的密度函数中频繁出现，其本身是否有直观的概率

解释？

带着这些疑问，笔者翻阅了许多讲解伽玛函数历史和应用的资料，发现伽玛函数

真是一个来自异族的美女，与生俱来有一种神秘的气质。你要接近她并不难，然而她

魅力独特，令你无法看透。从她出生开始，就吸引着众多一流的数学家对她进行解读。

历史上伽玛函数的发现，和数学家们对阶乘、插值以及积分的研究有着紧密的关系，

而这最早要从著名的沃利斯公式讲起。

 0.2  无心插柳——沃利斯公式

1655 年，英国数学家沃利斯（John Wallis） 写下了一个神奇的数学公式
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.                                          (1)

π 居然可以如此齐整地表示成奇数、偶数的比值，着实令人惊讶。历史上数学家们

为了寻求对 π 这个迷人的常数更加深刻的理解，

前赴后继倾注了无数的精力。数学家们发现，π
可以表达成许许多多奇妙的形式，而沃利斯公

式是欧洲历史上发现的第二个把 π 表达成无穷

序列的形式，由于它简洁的对称美，也成为了

许多数学人经常提及的数学公式之一。为何沃

利斯公式会和伽玛函数发生联系呢？实际上对

沃利斯公式做一下变形整理就可以得到如下等

价形式

lim
n→∞

(2n ⋅n!)4

(2n)![ ]2 (2n +1)
= π
2
.

我们看到了阶乘，所以沃利斯公式天然和阶乘

有着紧密的联系。 沃利斯（1616-1703）
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我们先来欣赏一下沃利斯公式的证明。利用现代数学分析的知识证明这个公式并

不难，通常微积分课本对这个公式的证明是从积分式

I(n) = sinn
0

π

∫ xdx

出发，通过分部积分得到一个关于 I(n) 的递推公式，反复使用这个递推公式就可以证

明结论。不过这个证明思路有点繁琐，数学家波利亚（George Pólya）在他的名著《数

学与猜想》中提到了另外一个非常简洁、符合直觉，但是不够严格的证明思路，其中

用到的最重要的公式是数学家欧拉提供的。欧拉当年研究正弦函数 sin x 的时候，发现

该函数有无穷多个零点 0, ±π, ±2π, ±3π ,…。而一个多项式 f(x) 如果有零点 x1, x2,…, 
xn（此处 xi 和 xj 可以相同 , 对应于有重根的情形）， 那么 f(x) 一定可以表示为

f(x) ＝ a0(x － x1)(x － x2)…(x  － xn).

于是欧拉大胆地猜测 sin x 也具有多项式的这种性质，即

sin x = x 1− x2

n2π 2

⎛
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⎞
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∞

∏ = x(1− x2

π 2 )(1−
x2

4π 2 )(1−
x2

9π 2 ).                         (2)

理工科背景的学生大都学习过 sin x 的泰勒展开式，通常只有数学系的学生才会接触到

这个 sin x 的无穷乘积展开式。这个展开式在数学推导中有许多妙用。数学史上它发挥

的第一个重要作用，就是帮助欧拉推导出了如下美丽的公式
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6
.

这个展开式子的另一个妙处就是可以用于证明沃利斯公式，不过这个思路并非欧拉本

人给出，而是后来的数学家发现的。在 (2) 式中取 x ＝ 
π
2 ， 可以得到

1= π
2
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所以

 
π
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∞

∏

上式就是沃利斯公式（1）。之所以说以

上的证明思路不够严格，是由于欧拉给的

sinx 无穷乘积展开式的严格证明并不简单，

依赖于现代数学分析理论。

欣赏完沃利斯公式的证明，我们把镜

头重新拉回到沃利斯生活的年代，要知道

沃利斯给出这个公式是在 1655 年，那时候

牛顿刚满 13 岁，莱布尼茨更小，欧拉还没

出生，整个欧洲数学界对微积分的认识还

停留在非常粗糙的阶段，对正弦函数 sinx 
的认识也非常有限，所以沃利斯当然不可

能用上述的思路找到他的公式，那沃利斯

是如何发现这个 π 的无穷乘积表达式的呢？求圆弧下的面积

1

0 1
n

k
n

1

y = 1 x2
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在沃利斯的时代，微积分有了初步的进展，当时考虑的典型问题就是求一个曲线和

坐标轴围成的面积。欧洲的数学家们追寻阿基米德一千多年前开创的穷竭法，把曲线下

的面积表达为求无穷多个矩形面积的和。当积分的思想在十七世纪开始逐步发酵的时候，

沃利斯已经能够运用积分的思路处理一些简单曲线的面积。譬如，对于最简单的幂函数

曲线 y ＝ xn，使用我们现在的数学记号，沃利斯时代的数学家们获得了如下的结果 ：

xn dx = 1
n +10

1

∫ , n = 0,1, 2.

圆的面积一直是千百年来数学家们深入关心和研究的问题，很自然地沃利斯也想

到了可以使用同样的思路来处理圆的面积。不过数学家们早已经证明圆的面积是 πr2，

用积分的方法去计算圆的面积能带来什么好处呢？沃利斯在此做了一个逆向思维，他

的真实目标并不是要计算圆的面积，而是冲着 π 去的。沃利斯的一个漂亮的思路是 ：

我们已经知道四分之一的单位圆圆弧 y = 1− x2 (0 ≤ x ≤1)和坐标轴围成的面积是
π
4 ，如

果这个面积能通过无穷分割的方法表达成一个解析表达式，那我们其实就可以得到计

算 π 的一个解析表达式。

然而沃利斯在处理这个圆弧下的面积的时候遇到了困难。虽然基于无穷分割的方

法可以得到

(1− x2
0

1

∫ )1/2dx = lim
n→∞

1
n

1− k
2

n2k=1

n

∑ .

但是这个极限难以简化计算。沃利斯天才的地方就是换了一个更一般的思路来处理这

个问题 ：

1. 考虑更一般的曲线面积问题

Ap, q = (1− x
1
p

0

1

∫ )q dx.

    原来的问题变成了一个特例，就是计算 A1
2,
1
2
；

2. 对 p, q 为整数的情况做计算，并系统地列成表格，从表格中观察变化规律，总

结出一般的公式 ；

3. 把计算公式从 p, q 为整数的情形延拓、内插到分数的情形，从而计算出 A1
2,
1
2
。

沃利斯对 p, q ＝ 1, 2, …, 10 做了计算，发现 Ap,q 这个表格不太好看，改为倒数之

后容易分析。于是取 Bp, q = 1
Ap , q

，列出表格一看，居然恰好是帕斯卡三角形！这个三角

形中的组合数已经是数学家们熟知的，于是沃利斯很容易地得到

Bp, q =
(p + q)!
p!q!

= 1
p!
(q +1)(q + 2)(q + p), q = 0,1, 2

                      
(3)

由上式进一步可以得到如下的递推公式

                    
Bp, q =

p + q
q

Bp, q−1.                                                   (4)

原始的问题就转化为计算 B1
2,
1
2
。由此开始，沃利斯开始了他天才的推广 ：

1. 虽然 (3) 和 (4) 是基于 p, q 为整数得到的，但是沃利斯认为这个公式也应该适用

于分数的情形 ；


