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实数是什么？最直观的答案或许是 ：实数是你能在数轴上找到的所有点。

在数轴上，属于实数的整数们均匀分布，形成一组等距点集。而其他一些数字，

就像 1.4 或 0.33，我们可以在两个整数之间合适的位置找到它们。

在实数中，小数位数有限的（例如 1.4 = 7/5 ）或以一些无限循环的数组

结尾的（例如 0.3333… = 1/3）数字被称作有理数，它们可以被写成分数。除

此之外，还有一些数字的末尾是不能循环的数组，例如 π = 3.141592…和 2

=1.414213…，我们把它们叫做无理数，而它们不能被写成分数。

无理数的这些性质使得（在数轴上）找到它们十分困难，因为我们的思维

和测量工具是有限的。为了找到它们，我们必须研究（无理数的）近似值。举

个例子，当我们研究 π 时，根据所需要的（或者所能达到的）精确度，我们可

能会使用诸如 3, 3.1, 3.14 或者 3.141 之类的近似值。这些近似值小数位数越多，

它们就越精确。

这个由近似值组成的数列中的数都拥有有限的小数位数，因此，它们是有

理数。为了满足现实需要，通过对 π 的小数位数的研究，我们可以确定一个由

越来越精确的近似值所组成的数列。这个数列在它的极限 π 处收敛 ：数列中，

越往后的项与 π 的距离越近。所以，我们可以通过选取数列中足够靠后的项来

（让近似值）足够接近 π。而这种方法对于其他的无理数和它们的小数展开都

适用。

因此，在数字的小数中我们可以发现另一种看待实数的观点 ：不是使用小

数展开，而是使用一个收敛于它们的有理数列来表示它们。下面，让我们使用
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